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Resumen

Comprender la dindmica del mundo que nos rodea es una tarea compleja para la cual
a veces no disponemos de las herramientas adecuadas, haciendo necesario buscar otros
caminos. En concreto, es muy relevante conocer la evolucion temporal y las relaciones
entre las variables de interés de sistemas complejos y dinamicos, como la propagacion de
un virus, los impulsos eléctricos del cerebro o el comportamiento de un cohete al ejecutar
la reentrada en la atmésfera.

Por ello, en este proyecto se analizaran las técnicas de regresion dispersa para la
prediccion de modelos del vuelo de una aeronave mediante datos de sus trayectorias.
Para ello, se utilizara el algoritmo SINDy a través de su implementacion en Python en el
paquete PySINDy.

Se ha planteado un estudio de complejidad incremental: se parte de modelos de ju-
guete (toy models) como son las ecuaciones dindmicas que generan atractores extranos.
Posteriormente, se aplican estas herramientas sobre casos simplificados de la dindmica
de la aeronave. Estos casos, aunque de caracter mas académico que realista, permiten
representar el movimiento principal de una aeronave y por lo tanto analizar la respuesta
de estos algoritmos.

El estudio se centrara en determinar la precision de los modelos matematicos obtenidos
por el algoritmo de regresion dispersa ante las ecuaciones dinamicas de una aeronave en
determinadas configuraciones de vuelo. Para ello, se definen unas métricas para medir el
error de las trayectorias simuladas y se varian las entradas a dicho algoritmo para obtener

asi la viabilidad de su aplicacion en trayectorias de este tipo.
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Summary

Understanding the dynamics of the world around us is a complex task for which
sometimes we do not have the appropriate tools, making it necessary to look for other
techniques. In particular, it is very important to know the temporal evolution and the
relationships between the variables of interest of complex dynamic systems, such as the
propagation of a virus, the electrical impulses of the brain or the behavior of a rocket
when re-entering the atmosphere.

Therefore, this project will analyze sparse regression techniques for the prediction of
aircraft flight models using data from their trajectories. For this purpose, the SINDy
algorithm will be used through its implementation in Python in the PySINDy package.

An study with incremental complexity has been proposed: we start from toy models
such as the dynamic equations that generate strange attractors. Subsequently, these tools
are applied to simplified cases of aircraft dynamics. These cases, although more academic
than realistic, allow to represent the main motion of an aircraft and therefore to analyze
the results of these algorithms.

The study will focus on determining the accuracy of the mathematical models obtained
by the sparse regression algorithm to the dynamic equations of an aircraft in certain flight
configurations. For this purpose, the error of the simulated trajectories and the error in
the coefficients of the equation are measured. Finally, the inputs to the algorithm are

varied to obtain the feasibility of its application in this type of trajectories.
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Capitulo 1

Introduccion

Vivimos en un mundo en constante expansion en el que se generan grandes cantidades
de informacién. Por ello, es especialmente importante saber procesar esos datos para
resolver problemas de naturaleza muy diversa.

Gracias a nuestra comprensiéon de la naturaleza ha sido posible el desarrollo de la tec-
nologia en un amplio rango de campos, que incluyen la aviacion, motores de combustion,
satélites o las telecomunicaciones. Campos que, gracias a sus respectivas aportaciones,
hacen posible mejorar nuestra calidad de vida.

En el contexto de la ingenieria aeroespacial en general y de este proyecto en particu-
lar, los avances nos han permitido eliminar barreras en cuanto al tiempo que nos lleva
transportar personas y mercancias, promoviendo un mundo globalizado y en constante
desarrollo.

Algunos de estos avances son el desarrollo de modelos que describan el comporta-
miento de una aeronave en vuelo dadas unas condiciones determinadas. Ello nos permite
conocer toda su trayectoria a lo largo del tiempo, lo que nos facilita optimizarla (previo
al despegue) y minimizar la intervencién humana mientras se encuentra en vuelo, ya que
es posible llevar a cabo una evaluacion en la toma de decisiones que provoquen cambios
en el comportamiento del sistema (por ejemplo, decisiones del piloto en cuanto al guiado
de la aeronave) y las consecuencias que acarrean estas previo al vuelo de dicha aeronave.

Algunos de estos modelos son modelos dinamicos, los cuales se basan en ecuaciones
diferenciales para describir el comportamiento de sistemas fisicos. Un ejemplo seria el de

un carro sobre el que actua la fuerza de un muelle, figura 1.1, este caso es analizado en
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profundidad en la seccion 2.1.

Figura 1.1: Sistema dindmico formado por dos carros y un sistema de muelles y amorti-

guadores viscosos. Tomado de [44, diapositiva 25].

Gracias a estos modelos dinamicos es posible entender las variables que intervienen
en él, las relaciones entre ellas y los posibles fallos y limitaciones del sistema previo a su
puesta en marcha. Sin dichos modelos, en muchos casos no seria posible visualizar estas
dependencias. De esta forma es posible establecer un sistema de control que controle la
operacién del sistema.

Debido a ello, en el campo de la ingenieria aeroespacial aparece el drea de mecéanica del
vuelo (MV). Puede definirse como la ciencia que se encarga de estudiar el movimiento de
vehiculos voladores, siendo un vehiculo cualquier objeto artificial formado por un conjunto
de sistemas deformables ligados entre si [5, prélogo].

La MV nos permite modelar el comportamiento de una aeronave en vuelo ante deter-
minadas condiciones, logrando un doble objetivo: conocer su posicién, velocidad y actitud
en cada instante de tiempo y aplicar un bucle de control para poder llevar a cabo las
maniobras necesarias.

El objetivo de este proyecto es analizar la viabilidad de la técnica de regresién dispersa
propuesta en [7] para la recuperacién de las ecuaciones dindmicas que modelan el vuelo de
aeronave. Asimismo, se pretende dar una serie de indicaciones para mejorar los resultados
obtenidos utilizando esta técnica.

En lo que resta de capitulo se analizara la motivaciéon subyacente para el desarrollo
de este proyecto, la importancia de utilizar datos cuya relevancia y procesado sean los

adecuados, se analizan los objetivos perseguidos, se adjunta la planificacion llevada a cabo
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y se detalla la estructura de la memoria.

1.1. Motivacion

El modelado matematico de sistemas fisicos es una tarea compleja pero a la vez muy
importante, pues gracias a ello somos capaces de entender matematicamente el mundo
que nos rodea, permitiendo establecer un control sobre ellos para obtener el resultado que
deseamos.

La generacién de estos modelos manualmente (conociendo las caracteristicas fisicas de
la aeronave escribir las ecuaciones que gobiernen su movimiento) es una tarea compleja, ya
que requiere realizar determinadas asunciones y simplificaciones, pues por muy complejo
que sea el modelo, en todos ellos se realizan simplificaciones de la realidad.

En contraposicién, obtener los datos de posicién, velocidad y/o aceleracién lineal y
angular de una aeronave para después adquirir el modelo dindmico implicito en ellos,
apenas requiere tiempo ni intervencién humana siendo este modelo mucho maés fiel a la
realidad. Ademas, mediante un algoritmo o técnica adecuada es posible realizar pruebas
y simulaciones de manera mas rapida, fiable y econémica.

En esta situacién, la expansion de ciertas disciplinas como el Big Data junto con el
aprendizaje automéatico (machine learning, ML) y la ciencia de datos han hecho posible
llevar a cabo grandes avances en un corto periodo de tiempo. Estas disciplinas permiten
generar, a partir de un conjunto de datos (posiblemente grande), un modelo de la realidad
de una forma sencilla, rapida y precisa.

Hasta ahora se ha utilizado esta técnica para la modelizacion de atractores extranos
o para modelar el flujo que rodea un cilindro. En este trabajo vamos un paso mas alld,
aplicando esta técnica a sistemas complejos y reales, como puede ser la trayectoria de
una aeronave. A continuacion, se detallan algunos beneficios que se obtienen de este
planteamiento.

Gracias a la aplicacién de técnicas de ciencia de datos es posible obtener los modelos
de ecuaciones dinamicas del vuelo de una aeronave para asi llevar a cabo simulaciones del
comportamiento de la misma, reduciendo las inversiones de tiempo y dinero necesarias

para la construcciéon de un simulador de vuelo, realizar predicciones, etc. Esto permite a
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los fabricantes basarse en los datos de vuelos anteriores para obtener el modelo dinamico
correspondiente y realizar predicciones ante situaciones nuevas no vistas con anterioridad,
para comprobar si la aeronave actuaria de la forma deseada.

También seria posible utilizar esta técnica para eliminar costes econémicos y tempora-
les en los tuneles de viento a la hora de determinar los coeficientes aerodinamicos, junto a
otros parametros fisicos, que describan la aeronave. De esta forma se realizarian algunos
vuelos con la aeronave, se captarian datos de las variables relevantes, se obtendrian las
ecuaciones asociadas a esos vuelos mediante la técnica propuesta y se calcularian esos
parametros fisicos, que se encuentran implicitos en los coeficientes de las ecuaciones.

Asimismo, es posible obtener modelos mas simples que capten la esencia de todo el
comportamiento del sistema a partir de los datos recogidos de manera que los sistemas
informaticos y de control sean capaces de procesar ecuaciones aun mas sencillas pero con
toda la informacion necesaria.

Por todo lo expuesto, resulta muy interesante estudiar las técnicas de ciencia de datos,
como es la regresién dispersa (sparse en inglés) en el campo de la ingenieria aeroespa-
cial [37]. Esta técnica se basa en que, a la hora de hacer la regresién, la mayoria de términos
de una serie de candidatos son anulados. En el contexto de la prediccion de ecuaciones,
esto es que la mayoria de coeficientes de una libreria de funciones amplia seran anulados.
Esta definicién se adapta perfectamente al problema de modelar el comportamiento de
una aeronave a partir de datos de sus trayectorias, donde solo unos pocos términos de la
ecuacién no se anulan entre un conjunto grande de posibles candidatos. Asimismo, cabe
destacar que utilizar esta técnica en este campo resulta totalmente novedoso, siendo una

linea de investigacion en la que se ha realizado poca profundizacién.

1.1.1. Big Data y ciencia de datos

La ciencia de datos es un campo que, a primera vista, puede parecer reciente, sin
embargo, este area se ha desarrollado durante anos.

Esta disciplina se puede definir como aquella que se encarga de analizar, procesar y
almacenar conjuntos complejos de informaciéon, més conocidos como Big Data, ya bien
sea por su tamano o por su dificultad a la hora de interpretarlos. Sobre todo entra en

escena cuando las técnicas de procesamiento habituales no surten efecto y, por tanto, es
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necesario buscar nuevas alternativas [4, capitulo 3.

La ciencia de datos combina matematicas, estadistica, informética y la experiencia
para llevar a cabo algunas de estas tareas: predicciones més precisas, optimizacion en el
proceso de aprendizaje maquina y mejora en la toma de decisiones, entre otros.

Debido a lo expuesto anteriormente, es necesario realizar un andlisis con las técnicas
de ciencia de datos, ya que, para obtener buenos resultados del modelo a implementar,
es preciso alimentarlo con datos cuya relevancia y estructura sea la adecuada. Para ello,
se debe llevar a cabo una metodologia concreta, en [4, figura 3.6] se analizan los distintos
pasos.

En primer lugar se debe definir y entender correctamente la problematica en cuestién
e identificar los conjuntos de datos necesarios. A continuacién, es necesario filtrar, trans-
formar y validar los datos con el fin de que no haya campos corruptos, registros faltantes
o redundantes. Por 1ltimo, es necesario llevar a cabo la etapa de andlisis de dichos datos
procesados (tanto matemdtica y estadisticamente como visualmente), con el objetivo de
identificar los patrones internos presentes en ellos.

El Big Data proporciona diversas ventajas, algunas de ellas son [43]:

= Explicar el comportamiento actual y futuro de sistemas fisicos gracias al conoci-

miento de datos adquiridos en el pasado.

= El Big Data basa su infraestructura en herramientas tecnoldgicas para llevar a cabo
el ciclo de procesar, almacenar y gestionar la informacién. Gracias a ello es posible
acceder de manera rapida y eficiente a un lugar centralizado en el que se encuentra

toda la informacién permitiendo facilitar la colaboracion entre diversos expertos.

= El Big Data también se encuentra disponible en tiempo real, por lo que es posible

hacer uso de esta disciplina para adaptarse a las situaciones de manera inmediata.

Hoy en dia dado el gran volumen de vuelos existente y la presencia generalizada de
sistemas de captura de datos, somos capaces de disponer de una cantidad ingente de
datos sobre trayectorias de aeronaves. La combinacion del uso de técnicas de ciencia de
datos junto con las técnicas propuestas en este proyecto, puede hacer posible la utilizacion
de estas trayectorias para la creacién de un modelo dinamico que nos permita definir el

comportamiento de dichas aeronaves previo al comienzo del vuelo.
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1.2. Objetivos

CAPITULO 1. INTRODUCCION

En la tabla 1.1 se proponen los siguientes objetivos generales, junto con sus objetivos

especificos asociados.

Objetivos generales

Objetivos especificos

OG1: explorar la técnica de regresion dis-
persa para la estimacién de las ecuaciones

de sistemas dindmicos

OG2: obtencion de las ecuaciones de la
mecanica de vuelo de aeronaves para
datos de trayectorias sintéticas utilizando

regresion dispersa

OG3: analizar los diferentes parametros
y/u opciones disponibles para mejorar los
resultados obtenidos aplicando esta técni-

ca

OEL1.1: generar trayectorias de atractores
extranos y estimar sus ecuaciones median-

te técnicas de regresion dispersa

OE2.1: generar trayectorias sintéticas de
aeronaves via software eligiendo determi-
nados parametros fisicos de la aeronave y
pardmetros que definen el movimiento de

la misma

OE2.2: preparar los datos generados en el
punto anterior con el fin de que la técnica

de regresion dispersa resulte efectiva

OE2.3: utilizar las técnicas propuestas pa-
ra recuperar el modelo dindmico que ha ge-
nerado esos datos, analizar el modelo obte-
nido y simular trayectorias ante condicio-

nes iniciales distintas

OE3.1: mejorar los resultados obtenidos
modificando determinados parametros de
entrada del algoritmo y obtener las ecua-

ciones para distintas librerias de funciones

Tabla 1.1: Objetivos generales y especificos del proyecto.
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1.3. Planificacién temporal

La planificacién temporal realizada en este proyecto se detalla en la figura 1.2. En el
eje horizontal se representan las fechas en las cuales se ha desarrollado y en el eje vertical
se representan las tareas llevadas a cabo. Asimismo se ilustra el nivel de esfuerzo desem-
penado en cada tarea: bajo (menos de 0.5h/dfa de media, en color naranja), medio (3h/dia
de media, en color gris) y alto (6h/dia de media, en color amarillo). Aproximadamente, se
han invertido unas 800 horas en la realizacion de este TFG. Esto es debido, por un lado,
a haber comenzado pronto tanto a realizarlo y, por otro lado, a la alta dedicacién en la
adecuacion de las ecuaciones de una aeronave para conseguir buenos resultados aplicando

la técnica de regresién dispersa.

PLANIFICACION TEMPORAL

15/09/2020 24/12/2020 03/04/2021 12/07/2021 20/10/2021 28/01/2022 08/05/2022

Planteamiento
alcance y

objetivos del I
proyecto

Realizacién de

curso de iniciacion -
al ML

Introduccion a

SINDyy
realizacién de .

casos simples

Implementacion y
uso de SINDy
ecuaciones

atractores I

extrafios

Uso de SINDy para
la obtencién de

ecuaciones de MV N —

de una aeronave

Cambio de los
parametros de
SINDy para
mejorar
resultados

Redaccidn casos y
conclusiones en la
memoria

H Bajo m Medio Alto

Figura 1.2: Diagrama de Gantt con la planificacién temporal del proyecto.
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1.4. Estructura de la memoria

La estructura llevada a cabo en el presente proyecto se detalla en la tabla 1.2.
Adicionalmente, se pueden consultar los siguientes recursos en linea asociados a este

proyecto:
» Pégina web del proyecto: https://meridiaz.github.io/id-dispersa-aeronaves/.
e Conceptos tedricos: https://meridiaz.github.io/id-dispersa-aeronaves/

teoria.html.

e Conceptos sobre atractores extranos y recuperacion de sus ecuaciones utilizan-
do la técnica propuesta: https://meridiaz.github.io/id-dispersa-aeronaves/

atractores.html.
e Recuperacion de las ecuaciones del vuelo de una aeronave para distintos casos:

https://meridiaz.github.io/id-dispersa-aeronaves/aeronaves.html.

» Repositorio de cédigo: https://github.com/meridiaz/id-dispersa-aeronaves/

tree/main.


https://meridiaz.github.io/id-dispersa-aeronaves/
https://meridiaz.github.io/id-dispersa-aeronaves/teoria.html
https://meridiaz.github.io/id-dispersa-aeronaves/teoria.html
https://meridiaz.github.io/id-dispersa-aeronaves/atractores.html
https://meridiaz.github.io/id-dispersa-aeronaves/atractores.html
https://meridiaz.github.io/id-dispersa-aeronaves/aeronaves.html
https://github.com/meridiaz/id-dispersa-aeronaves/tree/main
https://github.com/meridiaz/id-dispersa-aeronaves/tree/main

1.4. ESTRUCTURA DE LA MEMORIA

Titulo

Detalle

Introduccion,

capitulo 1

Marco teodrico,

capitulo 2

Sparse Iden-
tification  of
Nonlinear
Dynamics
(SINDy),

capitulo 3

Arquitectura
general,

capitulo 4

Resultados,

capitulo 5

Conclusiones,

capitulo 6

En este primer capitulo se ha realizado una contextualizacién del
problema abordado. En concreto, se realiza una introduccion del
mismo, se explica la motivacién por la cual es importante abordar
esta problematica, se hace hincapié en la importancia de generar
datos de calidad, se adjunta la planificacién temporal llevada a cabo

y se plantean los objetivos perseguidos

En este capitulo se detallan los conceptos matematicos necesarios
para el desarrollo de este proyecto. En concreto, se analizan los sis-
temas dindamicos (ilustrando algunos ejemplos como los atractores)
y se introducen las ecuaciones de la mecanica de vuelo necesarias

para la generacién de los datos de aeronaves

En este capitulo se explica la técnica de regresién dispersa usada
en este proyecto y se detalla el funcionamiento del algoritmo uti-
lizado. Asimismo, se analiza sobre los casos de atractores extranos

implementados

En este capitulo se detalla la metodologia general de los seis ex-
perimentos (adjuntando pseudocédigos) y se muestra el tiempo de

ejecucion de cada caso

En este capitulo se analiza la técnica sobre sobre trayectorias de
aeronaves. Para ello, se explican las ecuaciones utilizadas del mo-
vimiento de la aeronave en cada caso, se obtienen dichas ecuacio-
nes utilizando el algoritmo descrito, se analizan los resultados de
acuerdo a las métricas definidas y se analiza el impacto de cambiar

diversos parametros en el desempeno de los modelos obtenido

Finalmente, se termina con unas conclusiones, se analiza la conse-
cucion de objetivos planteados en este capitulo, seccion 1.2, y se

marcan lineas de trabajo futuras

Tabla 1.2: Estructura de la memoria.
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Capitulo 2

Marco teorico

En este capitulo se introducen los conceptos tedricos necesarios para el posterior de-
sarrollo de este proyecto. Primeramente, se hace una revision del concepto de sistemas
dindmicos y se analizan algunos ejemplos. Por 1ltimo, se introducen las ecuaciones gene-
rales de MV a utilizar en el desarrollo de los distintos experimentos.

Este capitulo pretende ahondar en la importancia de los sistemas dinamicos en la
modelizacién de la realidad. Este campo de estudio es especialmente relevante en MV
para modelar el comportamiento de una aeronave con el tiempo segtin su configuracién

de vuelo.

2.1. Sistemas dinamicos

De manera general un sistema consiste en un conjunto de componentes interconec-
tados, construidos con un propésito determinado. En la naturaleza es posible encontrar
sistemas estdticos, cuya salida depende tnicamente del valor de la entrada, y modelos
dindmicos, cuya salida depende del valor pasado y presente de la variable de entrada [28,
39].

Un sistema dinamico es la representacién matematica abstracta que modela un fenémeno
creado por el hombre, biol6gico o fisico que cambia con el tiempo [38, 40]. En concreto,
define los elementos que intervienen en ¢l y las relaciones entre ellos. Estos sistemas se
pueden representar mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias y ecuacio-

nes en derivadas parciales (ambos en el caso de sistemas continuos) o por transformaciones

11
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discretas, tipicamente ecuaciones en diferencias [26].

La siguiente expresion ilustra, de manera simplificada, una ecuacién diferencial

W ) (2.1)

La variable = es una variable de estado que puede ser un vector (por ejemplo la
velocidad) o un escalar (por ejemplo una variable angular). Esta variable evoluciona con
el tiempo, t. f es una funciéon que define las reglas y relaciones para el cual el sistema
cambia su estado a lo largo del tiempo.

Estas ecuaciones diferenciales permiten llevar a cabo un analisis mucho maés sencillo
del sistema. Gracias a ello, pueden extraerse relaciones y propiedades que primeramen-
te podrian permanecer ocultas. Asimismo, pueden representarse facilmente mediante su
funcién de transferencia o mediante el espacio de los estados [39].

El espacio de estados se puede definir como el conjunto de posibles estados del sistema
a lo largo del tiempo, de esta forma cada punto del espacio de estados corresponde a un
estado diferente del sistema. El minimo nimero de variables linealmente independientes
que describen completamente el estado del sistema dindmico se denominan variables
de estado, mientras que el conjunto de todas ellas es el vector de estado [35] y [44,
diapositiva 9]. Por ejemplo, en el caso del movimiento de un péndulo ideal, representado
en la figura 2.1, el espacio de estados se corresponde con todos los posibles valores de la
tupla dngulo respecto de la vertical y velocidad angular [50].

Gracias a esta representacion mediante ecuaciones diferenciales es posible conocer el
estado del sistema en cualquier instante dado unicamente su estado inicial en el instante
inicial. Cabe destacar que a pesar de esto, el estado obtenido puede contener un error
respecto de la realidad. Por muy preciso que sea un modelo no se pueden tener en cuenta
todos los factores que afecten al sistema a modelar.

La aplicaciones de estos modelos dindmicos que modelan la realidad son [38]:

= Prediccion: el objetivo es predecir el futuro estado del sistema basandose en las

observaciones presentes y pasadas.

= Diagnéstico: cuyo objetivo es inferir los estados pasados del sistema que hayan

provocado el estado presente.



2.1. SISTEMAS DINAMICOS 13

= Explicacién del sistema: el objetivo es entender el comportamiento del sistema
y proveer una teoria que lo explique. Este paso puede implicar obtener la represen-

tacion matematica del sistema que lo represente.

Asimismo, se pueden utilizar diversos criterios para clasificar los sistemas dindmicos:
pueden ser continuos o discretos, lineales o no lineales, auténomos o no auténomos y
deterministas o estocasticos. Un sistema determinista es aquel en el que la condicién inicial
Unicamente ocasiona un unico estado del sistema. Por otro lado, un sistema estocastico
incluye un componente aleatorio en el que la condicién inicial provoca varios estados
diferentes del sistema. Este caso debe ser modelado mediante una variable aleatoria junto
a su densidad de probabilidad. En el presente proyecto todos los sistemas dinamicos usados
son deterministas.

Algunos ejemplos de modelos dindmicos son los siguientes:

= Crecimiento de una poblacién de bacterias: esta poblacion aumenta de ta-
mano porque cada bacteria crece y se divide en otras dos bacterias. Para modelarlo
denotaremos el nimero de bacterias en un instante temporal como b,. Esta variable
de estado debe ser discreta no negativa. Por tanto, el sistema dinamico obtenido
serfa [35]

bn+1 - 2bn

Por tanto, es posible conocer el niimero de bacterias presentes en cualquier instante
de tiempo dado su nimero inicial, by. Como se puede ver, este caso se trata de un
sistema dinamico discreto, por lo que el tiempo viene representado por la variable

n.

» Sistema formado por carros: en la figura 1.1 se muestran unos carros unidos entre
si por unos muelles y amortiguadores viscosos. El sistema matematico que modela

su comportamiento puede ser obtenido a partir de la segunda ley de Newton

o dPa()
F = M (2.2)

De esta forma identificando las distintas fuerzas que aparecen en el sistema es posible

determinar la posicion de los carros en cualquier instante de tiempo:
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e Fuerza externa u

e La fuerza que ejerce el muelle F' = kx donde k representa la constante eldstica
del muelle y z es la elongacion que sufre el muelle z; — xo.

e La fuerza que ejerce el amortiguador viscoso es ' = bt donde b representa el

dz(t)
dt

coeficiente de amortiguamiento viscoso y & = representa la velocidad del

objeto.

Sustituyendo las expresiones anteriores en la segunda ley de Newton aplicada a cada
carro es posible obtener el conjunto de ecuaciones que describen el comportamiento

del sistema,

Mip+bip + kip = u+ kig + big

MG+ (by + ba)q + (k1 + k2)g = kip + bip.

= Péndulo simple: este es un sistema para el cual una masa puntual se encuentra

suspendida de una varilla de masa despreciable.

mgsen 6

Figura 2.1: Representacion del sistema del péndulo simple. Tomado de [33].
En la figura 2.1 se muestra el diagrama de fuerzas. En concreto, las fuerzas que
aparecen son:

e Angulo de giro respecto de la vertical, 6.

e Longitud de la cuerda, L.
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e Masa del objeto suspendido, m.
e Tension de la varilla al sujetar la masa, T

e Peso de la masa suspendida, mg.

Aplicando la segunda ley de Newton al eje tangencial, ecuacién (2.2), y asumiendo

angulos pequenos, sinf ~ 6, el sistema matematico quedaria como sigue

donde ¢ representa la aceleracion de la gravedad, 6 el angulo de giro respecto de la

vertical y R el radio de giro, que es igual a la longitud de la cuerda, L.

Como se puede ver se trata de una ecuacion diferencial en la que es posible conocer

la posicién de la masa suspendida para cualquier instante dado.

2.1.1. Atractores

Un atractor es un conjunto de estados hacia los cuales tiende un sistema dinamico,
es decir, en ciertos sistemas dinamicos, una vez eliminado el transitorio inicial, el sistema
tiende a unos valores tipicos o atractores [24, 46]. Otra forma de verlo es que el sistema
converge a un estado del que no puede salir. El concepto de atractor estd muy asociado
a sistemas disipativos, que pierden energia, ya que estos también convergen a un estado
final Unico.

Existen dos tipos de atractores, clasicos y extranos. En los atractores clasicos todos
los estados del sistema tienden a un unico punto o estado estacionario. Se caracterizan
porque cuando desparece la fuerza externa aplicada y/o existen fuerzas de friccién, las
condiciones iniciales para los cuales han sido generados se mimetizan con el estado esta-

cionario del sistema. Los subtipos que engloba son los siguientes [48]:

= Punto fijo: todos los estados del sistema tienden hacia un punto fijo. Ese punto
serd un atractor del sistema. Un ejemplo cotidiano seria una pelota de futbol que es
golpeada. Una vez que ha transcurrido el tiempo suficiente la velocidad de la pelota

es nula, da igual la fuerza inicial que se aplique o la posicion desde la que se parta.
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= Ciclo limite: es una trayectoria cerrada en el espacio de estados. En este caso los
estados del sistema tienden a un estado peridédico. Un claro ejemplo de este tipo es
el ritmo cardiaco. Por mucho que se eleve realizando actividad fisica, una vez que la
persona descanse el ritmo cardiaco volvera a su estado normal, tanto en amplitud

como en frecuencia.

= Atractor cuasi periddico o toro: en este caso el atractor en lugar de converger
a un punto fijo o a al mismo estado, se mantiene en una superficie bidimensional
de forma toroidal. En este atractor, las trayectorias se encontrardn dentro de él
sin llegar a ser periddicas. Este caso es una generalizaciéon del ciclo limite a varias

dimensiones [20, 41].

Por otro lado, para hablar de los atractores extranos es necesario introducir la Teoria
del Caos [3, 21]. En los ejemplos anteriores una misma condicién inicial produce que el
sistema evolucione de la misma manera. Los sistemas cadticos son sistemas dindmicos
deterministas no lineales ! en los cuales una pequefia variacién en las condiciones iniciales
provoca que el sistema evolucione de diferente manera, aunque el cambio en las condiciones
iniciales sea minimo. Debido a ello, la Teoria del Caos también es conocida como efecto
mariposa [25].

Un sistema dinamico que presente un atractor extrano es denominado sistema caoti-
co y exhibird un comportamiento no predecible. Esta definiciéon puede parecer contradic-
toria con el concepto de atractor introducido en la seccién anterior. En un sistema cadtico
que presente atractores extranos se sabe que su comportamiento general serd siempre el
mismo y tendrd la misma forma en todos los casos (representada por las mismas ecuacio-
nes), pero no se puede conocer el estado exacto del sistema en un instante determinado,
es impredecible [49]. A pesar de que estos sistemas son deterministas, un pequeno error
de medicién en las condiciones iniciales provoca resultados muy diferentes, complicando
su prediccién a largo plazo.

El nombre atractor extrano es acunado porque el sistema tiende a un estado cuya
forma no viene representada por una forma conocida, como un punto o un circulo, sino,

que viene representado por extranas formas.

IEs conveniente sefialar que todo sistema caético es no lineal, pero no al revés: un sistema no lineal

no tiene por qué ser cadtico y puede tener atractores clasicos
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El atractor extrano mas famoso es el atractor de Lorenz, representado en la figura 2.2
para los coeficientes a = 10, b = 28 y ¢ = 8/3. Este atractor aparece en el sistema dindmico
caotico que postulé Edward N. Lorenz en 1963 para modelar, de forma simplificada, el
comportamiento de grandes masas de aire en la atmédsfera. Las ecuaciones que lo modelan

son las siguientes [45]

& =aly — )
j=alb-z) -y (2.3)

Z=1xYy — CZ.

Lorenz Attractor

Z Axis

Figura 2.2: Representacion tridimensional del atractor de Lorenz. Ejes en unidades adi-

mensionales. Tomado de [29].

Debido a este comportamiento cadtico, aunque dos trayectorias comiencen cercanas
en el espacio, pueden acabar en desarrollandose en l6bulos distintos del atractor.

Veamos un ejemplo para poner de manifiesto esta afirmacién. En la figura 2.3 se ilustra
el atractor de Lorenz para dos puntos iniciales distintos P, = (0,2,0) (en color negro)
y Py = (0;2,01;0) (en color gris). Como se puede ver ambos puntos se encuentran muy

cercanos en el espacio y en una parte de su camino coinciden en su coordenada x. Sin
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embargo, a medida que pasa el tiempo cada trayectoria tiende a un lébulo distinto del

atractor, a pesar de haber comenzando en un punto del espacio casi idéntico.

Figura 2.3: Evolucién con el tiempo de la coordenada x en el atractor de Lorenz. Tomado

de [3, Figura 14.2].

Asimismo existen otros atractores extranos usados en este proyecto, todos ellos repre-

sentados en la figura 2.4 junto con las ecuaciones que los caracterizan:

» El atractor de Rossler que aparece en los sistemas de reacciones quimicas osci-

lantes [42].
» El atractor de Thomas presenta una forma simétrica en las variables z, y, y z [47].

» El atractor del sistema cadtico unificado de tres 16bulos o en inglés Three-
Scroll Unified Chaotic System el cual se obtiene de una particularizacién en

los parametros del atractor de Lii [11].

2.2. Ecuaciones de la mecanica de vuelo

En el capitulo 1 se ha hecho una pequena introduccion al concepto de MV el cual
abarca el estudio de submarinos, aviones, globos, helicopteros o satélites artificiales, entre
otros. Sin embargo, en este proyecto unicamente se ha estudiado el comportamiento de

aviones.
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ROSSLER THOMAS THREE-SCROLL UNIFIED
CHAOTIC SYSTEM

Parameters: Parameter: Parameters:
a=0205b=02 ¢c=57 b = 0.208186 a= 3248, b= 45.84, ¢ = 1.18,
d=10.13,e =057 f=14.7

System System System

dx dx dx

@ (y+ 2) W siny — bz Ty a(y — )+ dzz

dy dy | dy

ik b ay 5 ooz by ’n br —zz+ fy

z dz . z 9
r b+ z(z—¢) Friab ot bz Friak Ty — er

Figura 2.4: De izquierda derecha atractores de Rossler, Thomas y Three-Scroll Unified
Chaotic System. Adaptado de [22].

La MV debe abarcar las siguientes tareas: desarrollar sistemas de control de vuelo,
modelizacién, simulacion, desarrollo de leyes de control, estimacién, guiado, navegacion,
gestion de misién y monitorizaciéon de datos [30]. En concreto, el estudio del avién se

divide en varias secciones:

= Actuaciones: estudia las actuaciones, cuyo propédsito final consiste en establecer la
configuracion del aviéon mas adecuada para llevar a cabo una mision. En concreto,

sigue el centro de masas del avion a lo largo de su trayectoria.

» Estabilidad y control: un vez establecida la configuracion de la aeronave es ne-
cesario llevar a cabo una prediccién del comportamiento de esta y comprobar que
determinados parametros de la aeronave se mantienen en un rango de valores ade-
cuado. Ademsds, es preciso que una vez concluida una maniobra o perturbacion, la

aeronave pueda volver a la posicién de equilibrio, esto es lo que se conoce como

estabilidad.
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= Aeroelasticidad: esta seccién trata sobre las deformaciones eldsticas que son im-
portantes en cuanto a que afectan a las fuerzas que actiian sobre el avién, como las

dindmicas.

En concreto en este proyecto se centra en el estudio de la aeronave como un punto, no

se considera en ningin momento como un sélido rigido.

2.2.1. Sistema de referencia y ecuaciones del movimiento

Un sistema de referencia es un conjunto de coordenadas medidas en el espacio y
tiempo necesarias para determinar la posicién de un punto en el espacio [32]. Es decir, es
el conjunto de convenciones que un observador necesita para medir magnitudes fisicas en
un sistema mecanico. Los sistema de referencia son necesarios para entender el contexto
y dimensiones sobre las que se desarrolla el movimiento de un cuerpo [31].

En la MV existen diversos sistemas de referencia: sistema de referencia inercial, sistema
de referencia geocéntrico giratorio, sistema de ejes tierra, sistema de ejes de horizonte local,
sistema de ejes cuerpo y sistema de ejes viento. Excepto los dos tltimos, todos ellos son
sistemas de referencia inerciales. Esto es que no es necesario considerar fuerzas ficticias ni
la aceleracion de Coriolis en el lado derecho de la ecuacion.

Los sistemas ejes cuerpo y viento son sistemas no inerciales, es decir, su posiciéon no
es fija respecto un punto y no se puede utilizar la expresién (2.2) directamente.

En concreto, el sistema utilizado en este proyecto serd el sistema de ejes viento
denotado como F,,(Oy, T, Yu, 2w ), donde O, es el centro u origen del sistema (cualquier
punto del avién dentro del plano de simetria) y x.,, ¥, ¥ 2, son los tres ejes perpendiculares
entre si que forman un triedro a derechas. El eje z,, se orienta segin la direccion y
sentido de la velocidad aerodindmica, z,, se orienta en el plano de simetria hacia abajo,
perpendicular a z,,. Por iltimo, y,, se dirige formando un triedro a derechas con los otros
dos ejes [5, capitulo 1].

Se han seleccionado el sistema de ejes viento porque junto con el sistema ejes cuerpo es
el mas utilizado y permite proyectar facilmente los vectores de las fuerzas aerodindmicas.

En la figura 2.5 se detalla la relacién entre el sistema horizonte local (cuyo origen se

encuentra en el plano de simetria del avion, con el eje z;, dirigido al centro de la tierra,
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x O=0=0m=0

il ¥

Figura 2.5: Relacion entre el sistema horizonte local y viento. En el texto principal se

detalla el significado de cada dngulo. Tomado de [5, figura 1.6].

el eje x, dirigido hacia el Norte y el eje y;, formando un triedro a derechas) y viento. x
representa el angulo de guinada del avion, v representa el angulo de asiento de la velocidad
y p representa el dngulo de balance de la velocidad.

Para el desarrollo de la ecuacion general del vuelo de una aeronave se debe considerar
el teorema de cantidad de movimiento. Debido a la naturaleza de los casos desarrollados
no es necesario utilizar el teorema del momento cinético para obtener las ecuaciones que
modelan las rotaciones del avion. Asimismo, se particulariza para el caso en el que no
hay presencia de viento y se aplica para las fuerzas aerodindmicas (sustentacién, L y
resistencia aerodindmicas, D), no aerodindmicas (empuje, Ty peso, mg) y proyectando

la velocidad angular en el sistema ejes viento se obtiene el sistema

T —D—mgsiny—mV =0
mg cosysinpu + mV (ysinpu — x cosycospu) =0 (2.4)

—L +mgcosycos p+mV (5§ cosp+ xcosysin ) =0,

donde no se ha tenido en cuenta la fuerza lateral () y se ha considerado que el empuje

se encuentra orientado en el sentido que indica el eje z,,. Teniendo en cuenta que en este
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proyecto los movimientos simulados son simétricos, se pueden eliminar de la ecuacion
anterior los dngulos y v p. La ecuacion simplificada o relacién dinamica de fuerzas es

la siguiente

T —D—mgsiny—mV =0
0=0 (2.5)

—L +mgcosy+mVy =0.

Es conveniente remarcar, dado que estamos tratando de modelar sistemas dindmicos
(i.e. sistemas que evolucionan con el tiempo) y como veremos el algoritmo a utilizar se
aplica a este tipo de sistemas, las ecuaciones anteriores contienen derivadas temporales de
algunas de las variables (velocidad, dngulos, etc.). Las derivadas a priori no son nulas, por
lo que las variables evolucionaran con el tiempo. Esta evolucién es la que queremos cap-
turar en las ecuaciones a predecir con el algoritmo. Esto contrasta con sistemas estaticos
donde sus variables no evolucionan en el tiempo.

En la figura 2.6 se ilustra el diagrama de fuerzas representado por el sistema (2.5).

Yw

e_ﬁ";a — Yw - S )T X

Figura 2.6: Representacion de las tres vistas de la aeronave junto a los ejes viento asociados

y las fuerzas consideradas que actian en la ecuacion (2.5). Elaboracién propia.
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Por ultimo, pueden obtenerse las relaciones cinematicas en ejes tierra

2. =V cosy
Ye =0 (2.6)
Ze = —Vsinny.

La tdltima ecuacion puede ser reescrita en funcion de la altitud a la que se encuentra

la aeronave teniendo en cuenta que h = —Z,.
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Capitulo 3

Sparse Identification of Nonlinear

Dynamics (SINDy)

En este capitulo se presentaran y se explicaran los conceptos tedricos asociados a la
técnica de regresion dispersa utilizada en este proyecto, Sparse Identification of Nonlinear
Dynamics (SINDy), cuya implementacion se ha realizado en el lenguaje de programacién
Python a través de la librerfa PySINDy [18]. Por ultimo, se explicardn los resultados
obtenidos sobre las ecuaciones de atractores extranos, analizados en la subseccién 2.1.1.

SINDy [7] es una técnica desarrollada principalmente en la Universidad de Washington,
Seattle. El objetivo es obtener las ecuaciones que modelan la dinamica de un sistema a
partir de mediciones de sus variables de interés, para sistemas de ecuaciones de la forma
representada en la ecuacién (2.1). Esta técnica aplica a diversas dreas como la ingenieria,
finanzas, ecologia o epidemiologia. La necesidad de desarrollar esta técnica surge, por un
lado de la gran cantidad de datos y técnicas para procesarlos de los que se dispone hoy en
dia, subseccién 1.1.1, y por otro lado de la escasez de soluciones existentes para obtener
la dindmica de un sistema a partir de estos datos medidos.

Trabajos anteriores sobre el descubrimiento de las ecuaciones de sistemas dinamicos
no lineales a partir de datos se basan en técnicas como la regresién simbdélica [6, 16], la
modelizacion sin ecuaciones [10], la inferencia automatizada [17], las redes neuronales [13]
o los algoritmos autorregresivos no lineales [2].

Los sistemas dinamicos no lineales son mucho mas complejos que un sistema lineal,

tanto que pueden llegar a parecer impredecibles, incluso cadticos comparado con los siste-

25
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mas dinamicos lineales, haciéndolos muy dificiles de resolver. Esto principalmente se debe
a que no se puede resolver un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales utilizando
métodos analiticos [14], es necesario usar métodos numéricos. Por estas razones los siste-
mas dindamicos no lineales se suelen aproximar como un conjunto de ecuaciones lineales
en un determinado rango de valores. En ese sentido SINDy proporciona una excelente
solucion a este problema, ya que es capaz de resolver el problema utilizando como entra-
da unas matrices de datos obtenidas a partir de funciones no lineales, pero resolviéndolo
mediante un problema lineal de regresion dispersa. Asi, es capaz de modelar el compor-
tamiento a priori impredecible de un sistema dinamico no lineal utilizando un enfoque
basado en datos.

El algoritmo que implementa la técnica de SINDy recibe dos entradas. La primera es
una matriz con mediciones de las variables de estado X € R™*™ donde m es el nimero de
instantes temporales considerados y n el nimero de variables de estado, i.e. la dimension
del vector de estado x € R". La segunda entrada es un conjunto de las p funciones candi-
datas basicas sobre las que realizar la regresion. Por ltimo, SINDy también recibe como
entrada las derivadas del vector de estado para todos los instantes, X € R™*" las cuales
son calculadas por la libreria PySINDy en caso de que el usuario no las proporcione. A su
salida, SINDy obtiene el minimo niimero de funciones de entre las candidatas necesarias
para describir las trayectorias que recibe a su entrada, junto con los coeficientes y variables
de estado asociadas a cada funcién.

Mas formalmente, las entradas de SINDy se organizan en dos matrices. La primera de

ellas es la matriz de trayectorias X

ZET(tl) [E1<t1) IL‘Q(tl) e C(In(tl)
X — $TFt2) _ $1(.t2) 232(.152) e l‘n(tg) (31)
_xT(tm)_ _xl(tm) o(tm) ... a:n(tm)_

Por otro lado, SINDy también recibe una matriz de funciones no lineales candidatas
O (X) € R™*P  construida a partir de la funcién © : R™*" — R™*P que aproximan los
datos de entrada y donde p es el niimero de funciones posibles a considerar. Por ejemplo,

la siguiente ®(X) contiene términos constantes y polindmicos de hasta grado 3 (cada uno
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de ellos perteneciente a una libreria distinta)

OX)= |1 X X XP|, (3.2)

donde X2 € R™*P2 denota la matriz

_J]%(tl) {L‘1<t1)l‘2(t1) Ce x%(tl) N (L’?L(t1>_
<P _ xi(ta) @1 (te)wa(ts) 3 (t2) x (t2)
7 (tn) 1 (tn)aa(tn) - @B() ()

Como se puede ver ©(X) contiene en cada columna el valor de cada una de las fun-
ciones candidatas, f, para todos los instantes temporales, y en cada fila todas las com-
binaciones posibles de funciones candidatas entre todas las variables de estado para un
determinado instante temporal. L es el nimero de librerias de funciones a considerar
(términos constantes y polindmicas de grado 1, 2 y 3 en el ejemplo anterior, por lo que
L = 4 en este caso) y p = ZiL:o p; representa el niimero total de funciones a considerar.
Existe un gran cantidad de soluciones posibles, por lo que SINDy utiliza regresion dispersa
para determinar los coeficientes de la matriz 2 € RP*" que activan aquellas funciones de

la matriz ©(X). Se define

X = O(X)E, (3.3)

donde &, € RP son los coeficientes asociados a la variable de estado k.
SINDy utiliza regresién dispersa, la cual consiste en asumir que solo existen unos
pocos términos relevantes por los cuales aproximar la ecuacion. Un ejemplo de este tipo

de algoritmo seria el representado en la siguiente ecuacion

min [ X — ©(X)E||% sujeto a || =]y < e, (3.4)

p—

donde || - ||F representa la norma de Frobenius, |Z]y es la norma 0 de la matriz = y

denota la suma de valores distintos de cero. Por otro lado, € representa un escalar que
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—

limita el ntimero de valores distintos de cero de la matriz E. Las funciones de la matriz
O(X) € R™*? asociadas a la variable de estado k son activadas por los coeficientes del
vector &, € RP. La principal suposicién que se realiza es que m > p. De manera que la
derivada de cada elemento se denota por X ~ @(X)E [27].

Por tanto, disperso consiste en que el vector &, contendrd en su mayoria términos
nulos. Mas adelante, a la hora de explicar los optimizadores que puede utilizar PySINDy,
se mostraran ejemplos de algoritmos de regresién dispersa.

En la figura 3.1 se muestra de forma esquematica el funcionamiento de SINDy, el cual
comprende los pasos II-IV. En primer lugar, es necesario obtener los datos con los que
alimentar al algoritmo, es decir, se debe obtener la matriz X y X. En segundo lugar,
se utilizan estas dos matrices para crear la libreria de funciones, ®, y se crea la matriz
O(X) a partir de los datos que utilizard SINDy para obtener el sistema de ecuaciones
que modela estos datos. En tercer lugar, SINDy estima los coeficientes de la matriz E que
activan los términos de la matriz @ (X). Por dltimo, conocidos los coeficientes es posible

obtener el sistema de ecuaciones predicho.

Il. Libreria de Ill. Estimacionde IV. Sistema
funciones coeficientes identificado

v=7(7Y) mump | Datos - —9—| Estimacién —— | v=/f(vp)
y=f@y) . ) v=fy)
: )t”"“_ -“-\‘-\ ',".// IR \\.\\\

N S A ()

{ X e(X)
‘ Ay

|. Generacion de datos
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vars, I funciones, p

Figura 3.1: Diagrama del funcionamiento de SINDy. Adaptado de [7, figura 1]

La implementacion del algoritmo SINDy en la libreria PySINDy permite configurar
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diversas entradas a su algoritmo. Las més relevantes son:

= Matriz de datos, X: tal y como se indica anteriormente debe contener en sus filas

los distintos instantes temporales y en sus columnas las variables de estado.

» Matriz de derivadas, X (opcional): similar al caso anterior pero ahora debe con-

tener el valor de las derivadas del vector de estado en cada instante temporal.

» Paso de tiempo (opcional, por defecto 1): PySINDy permite indicar el lapso de

tiempo que transcurre entre las muestras del vector de tiempos t.

» Libreria de funciones candidatas: PySINDy debe recibir las funciones candi-
datas para las cuales aproximar X. Existen diversas librerfas ya creadas como la

polinémica o de Fourier (incluye términos trigonométricos).

» Optimizador (opcional, por defecto Sequentially thresholded least squares algo-
rithm, STLSQ): PySINDy permite indicar qué optimizador usard en el proceso de

regresiéon dispersa para la obtencion de los pesos o coeficientes. Algunos de ellos son:

e STLSQ: este optimizador minimiza, de forma iterativa, la siguiente funcion
objetivo

min [ly — Xw|j; + afw];.

En este caso al término de regresion dispersa lineal se le anade un factor de
regularizacién | w||% con el fin de conseguir que el valor de los pesos sea
pequeno [7] y [36, optimizers package].

El funcionamiento general de este optimizador consiste en a cada iteracion se
calculan los valores de w y se da un valor de 0 a aquellos coeficientes inferiores a
un umbral (por defecto 0.1), con la intencién de conseguir una solucién dispersa.
Un ejemplo de implementacion de este algoritmo en Matlab (sin el regularizador

de norma 2) se puede ver en el cédigo 3.1.

e Regresién regularizada relajada dispersa (Sparse relaxed reqularized re-

gression, SR3): este optimizador trata de minimizar la funcién objetivo

. 0,5
min 0,5||y — Xwl|3 + AR(u) + THW —ul3.
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Esta propuesta es mas robusta frente a errores y falsos positivos [8, 19]. En este
caso el término de regularizacién se encuentra relajado. Por ultimo, el término
%5 ||w — ul|3 es utilizado para conseguir que los valores de u y w se parezcan
v

lo méximo posible.

e SR3 restringido (Sparse relaxed regqularized regression with linear equality
constraints): este optimizador es similar al anterior, pero permite al usuario
indicar una serie de restricciones lineales del tipo menor o igual a aplicar sobre

los pesos [8]. La restriccion es de la forma
Cw < d,

donde C representa la matriz con los coeficientes asociados a las restricciones
sobre los pesos w, mientras que d es un vector que contiene el lado derecho de

las restricciones.

En este proyecto se ha utilizado el optimizador SR3 para todos los casos, excepto
en aquellos en los que se introducen restricciones sobre un coeficiente determinado,

en estos casos se utilizara el optimizador SR3 restringido.

» Diferenciador (opcional, por defecto diferencia de derivadas finitas o finite diffe-
rence derivatives): SINDy permite, como ya hemos indicado, recibir como argumento
opcional la matriz de derivadas. Si no se le pasa dicha matriz, el algoritmo necesita
calcularla, y utilizard para ello el diferenciador que le indiquemos en este argumento.
Existen diferentes diferenciadores segin la naturaleza de los datos (ruidosos o que
presentan un paso de tiempo no uniforme). En el caso del método por defecto calcu-
la las derivadas usando la aproximacién de Taylor de primer orden. Otros métodos

son spline [1] y savitzky golay [15].

» Suposicidén inicial o initial guess (opcional): matriz € R™*P que indica la su-
posicion inicial a partir de la cual el optimizador debe empezar a buscar el valor de

los pesos o matriz =7 .

» Miltiples trayectorias (opcional, por defecto falso): indica si existen varias tra-
yectorias para los datos presentes en la matriz X. Estas trayectorias pueden variar

sus condiciones iniciales o contener datos para distintos instantes temporales.
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Es importante indicar que los propios creadores de SINDy indican que el sistema de
referencia utilizado para la representacion de los datos con los que alimentar al algoritmo
debe de ser “afortunada’”. Esto quiere decir que este sistema de referencia debe proveer un
modelo dindmico disperso sin contener demasiados términos en la ecuacion que modela
el sistema. De lo contrario, es posible que el algoritmo no obtenga el resultado desea-
do. Asimismo, es necesario seleccionar una libreria de funciones adecuada que modele

correctamente la dinamica subyacente en los datos.

%% compute Sparse regression: sequential least squares

Xi = Theta\dXdt; % initial guess: Least—squares

% lambda is our sparsification knob.

for k=1:10
smallinds = (abs(Xi)<lambda); % find small coefficients
Xi(smallinds)=0; % and threshold

for ind = 1:n % n is state dimension
biginds = “smallinds (:,ind);
% Regress dynamics onto remaining terms to find sparse Xi

Xi(biginds ,ind) = Theta (:, biginds)\dXdt(:,ind);
end

end

Cédigo 3.1: Ejemplo de implementacion del algoritmo STLSQ en el lenguaje Matlab.
Tomado de [7, code 1]

3.1. Aplicaciones sobre atractores

En esta seccién se aplica la técnica de regresion dispersa propuesta por SINDy a los
atractores extranos de Lorenz, Rossler, Thomas y Three-Scroll Unified Chaotic System.
Sus ecuaciones y caracteristicas han sido detallados en la subseccién 2.1.1. Estos casos
simples han sido desarrollados para la familiarizacion y comprensién del algoritmo.

En este caso se ha elegido como métrica el error cuadratico medio en los coeficientes
de sus ecuaciones para la evaluacion del algoritmo. Esta decision ha sido tomada debido a
que pequenos errores en los coeficientes de las ecuaciones pueden provocar errores grandes

en las trayectorias (Teorfa del Caos), por lo que medir el error en las trayectorias no es la
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opcién mas adecuada.

Atractor de Lorenz

Trayectoria simulada
—— Trayectoria real

Eje Z [a.u.]

Sistema de ecuaciones

-18.0000 x + 10.0000 y
28.0000 x + -1.0000 y + -1.0000 X Z
-2.6667 z + 1.0000 x y

LA 4
I

Figura 3.2: Representacion del atractor de Lorenz. Ejes en unidades adimensionales [a.u.].

En términos generales, se observa que para todos los atractores, excepto el de Lorenz,
ha sido necesario utilizar varias trayectorias para la correcta recuperacion de las ecuacio-
nes. Estas trayectorias han sido generadas para un nimero de muestras aleatorias entre
500 y 1000. Asimismo, los coeficientes utilizados para generar las trayectorias sintéticas
de cada atractor son los indicados en la figura 2.4. Por ultimo, la libreria de funciones
utilizada en todos los casos ha sido una polinémica de grado 2 que incluye términos cons-
tantes, excepto para el atractor de Thomas en el que ha sido necesario incluir también una
libreria trigonométrica de Fourier de 10 frecuencias. Para todos los casos se representa

la trayectoria sintética utilizada para alimentar al algoritmo, la trayectoria simulada en
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coordenadas cartesianas: x, y y 2 y las ecuaciones obtenidas.

La trayectoria real sintética y la trayectoria simulada por el algoritmo para el atractor
de Lorenz, junto con las ecuaciones obtenidas por el algoritmo de SINDy, puede observarse
en la figura 3.2. Como se puede ver, el algoritmo es capaz de recuperar perfectamente las
ecuaciones. Sin embargo, en determinadas partes de la trayectoria difieren la sintética y

la simulada, posiblemente debido a la precision interna del equipo, que ocasiona grandes

diferencias entre las trayectorias.

Atractor de Rossler

Trayectoria simulada
—— Trayectoria real

Eje Z [a.u.]

.0
E}@ X{&u;

-10.0

10

Sistema de ecuaciones

x' = -0.999 y + -6.999 z
y' = 1.000 x + 0.200 y
Z'=0.188 1 + -5.683 z + 0.997 x z

Figura 3.3: Representacién del atractor de Réssler. Ejes en unidades adimensionales [a.u.].

En este caso, a diferencia del resto de atractores, no se han generado varias trayectorias,

esto es debido a que los coeficientes de la ecuacién recuperada para varias trayectorias
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eran considerablemente diferentes a los utilizados para generar la trayectoria sintética.
Asimismo, el paso de tiempo elegido para generar los datos con los que alimentar al
algoritmo ha sido de 0.001.

En segundo lugar, para la obtencién del atractor de Rossler ha sido necesario generar
muestras con un paso de tiempo de 0.01 y, como se ha indicado anteriormente, incluir
los datos de multiples trayectorias. La representacion de la trayectoria sintética (real), la

simulada por el algoritmo y las ecuaciones obtenidas por el mismo se pueden observar en

la figura 3.3.

Atractor de Thomas

—— Trayectoria real
Trayectoria simulada

Eje Z [a.u.]

Sistema de ecuaciones

-0.208187 x + 0.999958 sin(1 y)
-0.208185 y + 0.999776 sin(l z)
-0.208186 z + 0.999965 sin(1l x)

[
Il

Figura 3.4: Representacion del atractor de Thomas. Ejes en unidades adimensionales [a.u.].

En tercer lugar, para la obtencion del atractor de Thomas se ha procedido de manera
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similar que para el atractor anterior, excepto que la libreria utilizada también incluye
términos trigonométricos. De nuevo, ha sido necesario generar muestras con un paso de
tiempo de 0.01 y, como se ha indicado anteriormente, incluir los datos de multiples tra-
yectorias. La representacion de la trayectoria sintética (real), la simulada por el algoritmo

y las ecuaciones obtenidas por el mismo se pueden observar en la figura 3.4.

A diferencia del resto de atractores, en el de Thomas se puede observar que la tra-
yectoria sintética y simulada no se desplazan hacia el otro 16bulo del atractor incluso
para instantes temporales elevados. Si se alimenta con condiciones iniciales distintas, la

trayectoria puede desarrollarse en un lobulo distinto, pero de nuevo no se desplaza.

Atractor de Three-Scroll

—— Trayectoria real
Trayectoria simulada

100

Sistema de ecuaciones

X' = -32.469 x + 32.473 y + 0.130 x 2z
45.786 x + 14.700 y + -0.999 x z
z' = 90.110 1 + 1.179 z + -0.570 x™2 + 0.999 x y

Figura 3.5: Representacion del atractor de Three-Scroll Unified Chaotic System. Ejes en

unidades adimensionales [a.u.].
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Por 1ltimo, para la obtencién del atractor de Three-Scroll Unified Chaotic System ha
sido necesario generar muestras con un paso de tiempo de 0.001 y, como se ha indicado
anteriormente, incluir los datos de multiples trayectorias. Se ha elegido este lapso de
tiempo debido a la presencia del coeficiente d en la primera ecuacién, el cual si se alimenta
con un paso de tiempo superior el algoritmo no detecta este término y muestra errores
muy altos en el coeficiente a de la primera ecuacién. La representacién de la trayectoria
sintética (real), la simulada por el algoritmo y las ecuaciones obtenidas por el mismo se
pueden observar en la figura 3.5.

Para concluir, en la figura 3.6 puede observarse el error cuadratico medio en los coefi-
cientes de la ecuacion para cada atractor. Se aprecia que el atractor Three-Scroll Unified
Chaotic System es el que méas error obtiene seguido del atractor de Rossler. En ambos
casos es debido a que algunos de los coeficientes obtenidos por el algoritmo, figuras 3.5
y 3.3, difieren de su valor real, figura 2.4. A continuacién, el atractor de Thomas es el que
mayor error obtiene, puede ser debido a que, tal y como se puede apreciar en la figura 3.4,
los coeficientes obtenidos en la ecuacion varian en algunos de sus decimales con el valor
real de los mismos. Por ultimo, el que mejor resultado obtiene es el atractor de Lorenz,
con una prediccion practicamente perfecta de sus coeficientes cuyo error puede ser debido
a la precision decimal de la maquina, figura 3.2.

En todos los casos, vemos que el error no supera el valor de 10~* que, teniendo en cuenta
que estamos ante valores de p (ntimero de funciones a considerar en la matriz = € RP*")
de 35, 10, 70 y 10 para los atractores de Lorenz, Rossler, Thomas y Three-Scroll Unified
Chaotic System, respectivamente, se trata de un error muy bajo y el algoritmo SINDy es
capaz de obtener las ecuaciones de forma fiable. Con ello concluimos que utilizar dicho
algoritmo en trayectorias cadticas puede ser una linea de investigacién muy prometedora.

En la tabla 3.1 se muestra de manera comparativa las ecuaciones obtenidas por el
algoritmo y las ecuaciones tedricas asociadas, junto a los errores de sus coeficientes repre-

sentados de manera gréfica en la figura 3.6.
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Atractor Ecuacion a obtener Ecuacion obtenida Error
@ 0,0000(—z + y) L 10,0000(—z + y)
— = —x - = —x
dt ) y dt ) y
Yy Yy
LOI‘enZ % = —Iz + 28,000037 -y % = —Iz + 28,00001‘ -y 6,0855 % 10731
dz 8 dz
S %% _ 2y — 2,6667
dt Ty 32 dt vy ’ §
dx dx
— =y — — = —0,9996y — 0.9992
dy Yy _
= 40,2000y = =0,9999 +0,2000y
Rossler dz d> 1,3532 % 1073
— =0,2000 + zx — =0,1887 + 0,9970x 2
dt dt
—5,7000z —5,6831z%
@ _ 4T ) 999956 i
o7 = siny o =0 iny
—0,208186x —0,208186x
d d
Y sinz Y 0,999822 sin 2
dt dt
Thomas 1,1621 % 10710
—0,208186y —0,208185y
d d
& sing & 0,999964 sin
dt dt
—0,2081862 —0,208186%
dz 394 4
Three- +0,13002 2 +0,129972
dy
scroll W _ ~7 —45.7977x + 14,6993y
. L 45,8400z + 14,7000y - T
Unified s —0,9994a:2
Chaotic 4, 9% 1 17092 + 0.9994
bl - =1, z+0, xy
System 7 1,1800z + zy dt
—0.572 —0,56962°

Tabla 3.1: Tabla comparativa entre las ecuaciones obtenidas por SINDy y las tedricas

para el caso de atractores extranos.
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Error en los coeficientes

104 4

1078 4

10~ 12 4

10—16 i

10—20 1

Error cuadratico medio

10—24 i

1028

Atractor de Lorenz Atractor de Rossler  Atractor de Thomas Atractor de Three-Scroll

Figura 3.6: Error cuadratico medio en los coeficientes de la ecuacién para los atractores

de Lorenz, Rossler, Thomas y Three-Scroll Unified Chaotic System.



Capitulo 4

Arquitectura general

En este capitulo se detalla la estructura seguida para la implementacién de los casos del
préximo capitulo. En concreto, se detallan los pasos a seguir (junto con su implementacién
en pseudocddigo) y se adjunta una gréfica con el tiempo de ejecucién de cada caso.

En el desarrollo de cada uno de los seis experimentos planteados se ha seguido una

estructura similar:

1. Obtencion de las ecuaciones de la mecanica de vuelo y adimensionaliza-
cién/normalizacién de las mismas en ejes viento, ver subseccién 2.2.1. Tal y
como se detallara méas adelante, eliminar las dimensiones o normalizar los valores
entre 0 y 1 permite que el algoritmo calcule de manera mas precisa los términos que

intervienen en la ecuacion.

2. Generacion de las trayectorias sintéticas: en este paso se generan mediante
software trayectorias sintéticas a partir de datos fisicos de la aeronave o valores ya
conocidos, como es la superficie alar o la densidad del aire. Para ello, se imple-
mentan las ecuaciones de la aeronave para unas condiciones iniciales aleatorias, con
densidad de probabilidad uniforme en un rango que se especificara en cada caso. A
continuacién, se normalizan /adimensionalizan, segin el caso, via software (dividien-
do entre la velocidad maxima) y se anade ruido. También se obtiene una trayectoria

de validacion que sera utilizada para medir el error obtenido.

3. Creacién y entrenamiento del modelo de SINDy: una vez generadas las tra-

yectorias, se elige la librerfa de funciones a utilizar, el optimizador y, si es necesario,
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las restricciones y suposicion inicial. Por tltimo, se entrena el modelo de SINDy

para obtener las ecuaciones que mejor se adaptan a los datos proporcionados.

4. Evaluacién de resultados: una vez obtenido el modelo que SINDy considera mas
adecuado se evalian cualitativamente las ecuaciones obtenidas verificando que tie-
nen los términos adecuados, se prueban las trayectorias obtenidas por dicho modelo
obteniendo el error cuadratico medio entre la trayectoria proporcionada por el al-
goritmo y la sintética y, en algunos casos, se calcula el error cuadratico medio entre

los coeficientes del modelo que obtiene SINDy y los valores esperados.

5. Variacion de las entradas y parametros que el algoritmo permite configu-
rar, detalladas en el capitulo 3. El objetivo es comprobar como afecta la variacién

de estas entradas en el desempeno del modelo calculado.

t = generar_vector_tiempos (n_puntos, paso_tiempo)
coefs = coeficientes_caso ()
# condiciones iniciales para las trayectorias de train aleatorias
cond_inic = condiciones_iniciales_aleatorias(n_var, n_trayec, rangos)
# condiciones iniciales para la trayectoria de validacion no aleatorias
cond_inic_val = [condl, cond2, ...]
generar los datos segun el caso
data_train , data_dot_train = generar_trayectoria(t, coefs, cond_inic,
n_trayec)
data_val , data_dot_val = generar_trayectoria(t, coefs, cond_inic_val, 1)
# normalizar los datos si es necesario
if normalizar:
data_train , data_dot_train = normalizar(data_train, data_dot_train)
data_val , - = normalizar(data_val, data_dot_val)
# anadir ruido AWGN
if ruido:
data_train , data_dot_train = sumar_ruido(data_train, data_-dot_train, pn

, pn_dot)

Cédigo 4.1: Pseudocddigo para la generacion de las trayectorias.

En el cédigo 4.1 se muestra el pseudocoddigo que implementa el paso nimero 2 de la

estructura anterior, en el cual se obtienen los datos con los que alimentar al algoritmo. En
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primer lugar, se genera el vector de tiempos y coeficientes para el desarrollo del caso. En
segundo lugar, se generan condiciones iniciales aleatorias con densidad de probabilidad
uniforme, segin el nimero de incognitas y trayectorias elegidas, para los datos de en-
trenamiento, y no aleatorias (deterministas) para los datos de validacién, utilizados para
medir el error en la trayectoria. En tercer lugar y utilizando estas condiciones iniciales,
los coeficientes de la ecuacion, el vector de tiempos generado y especificando el nimero de
trayectorias, se genera la matriz de datos, X asi como la de derivadas, X. Los siguientes
pasos consisten en normalizar la trayectoria (dividiendo entre la velocidad méxima de la
misma) y sumarle ruido, segin el caso.

Para la generacién del ruido se ha considerado ruido aditivo, blanco y gaussiano
(AWGN en inglés) que es utilizado para contaminar la matriz X y X. Para generarlo
se ha normalizado dicho ruido con respecto a la potencia de la senal, de manera que la

potencia del ruido representa pn veces la potencia de la senal original.

lib = crear_libreria_funciones ()

matriz_real_coefs = crear_mat_coefs(data_train, coefs, lib)

# generar initial guess y restricciones en caso necesario

initial_guess , restric_lhs, restric.rhs = generar_prereq(data_train, lib,

n_restris , rhs)

5|# crear el modelo de SINDy

model_sindy = ps.SINDy(

optimizer=ps.sindy_opt (initial _guess=initial_guess ,
lhs=restric_-lhs , rhs=restric_rhs),

feature_library=lib ,
feature_.names=['varl', 'var2'...])

# entrenar el modelo de SINDy

model_sindy . fit (data_train , t=paso_tiempo ,

multiple_trajectories=True, x_dot=data_dot_train)

# obtener una trayectoria para las ecuaciones calculadas

x-sim = model_sindy.simulate(cond_inic_val, t)

# calcular error en trayectoria y coeficientes

error_trayec = mean((x_sim—data_val)*x2)

;| error_coefs = mean((model_sindy. coefficients ()—matriz_real_coefs)xx2)

Cédigo 4.2: Pseudocddigo para el entrenamiento del modelo y validacién de las ecuaciones

obtenidas por SINDy.
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En el codigo 4.2 se implementa en pseudocddigo los pasos 3 y 4 de la estructura
anterior, los cuales se encargan de crear el modelo, entrenarlo y evaluar los resultados
obtenidos. El primer lugar, se crea la libreria de funciones a utilizar por el algoritmo
para la obtencion de las ecuaciones. Conocidas las funciones que componen la libreria
es posible obtener la matriz de coeficientes 2 que deberia obtener SINDy. En segundo
lugar, se obtienen las restricciones y suposicion inicial, si se requiere. En tercer lugar, se
crea el modelo de SINDy mediante la sentencia ps.SINDy, donde ps es un alias para la
libreria PySINDy, especificando el optimizador, suposicion inicial, restricciones, libreria
de funciones y nombre de las variables. En cuarto lugar, se alimenta al modelo con los
datos generados en el codigo 4.1. A continuacién, se calcula la trayectoria que simula el
algoritmo para las ecuaciones que ha devuelto dada la condicién inicial de la trayectoria

de validacion. Por ultimo, se calcula el error cuadratico medio de los coeficientes de la

ecuacion y el error entre las trayectorias de validacién real y simulada.

Con el fin de obtener resultados robustos que no dependan de parametros internos
aleatorios o de las condiciones iniciales generadas, en todos los experimentos del presente
trabajo se han llevado a cabo diez simulaciones !, y posteriormente se obtiene la mediana

entre esas diez ejecuciones.

Asimismo es conveniente indicar que toda la implementacién llevada a cabo ha sido
realizada en el lenguaje de programaciéon Python, en la versién 3.8.10, y cada caso ha
sido ejecutado en un servidor de 1TB de almacenamiento, 128 GB de memoria y un
procesador Intel Xeon Gold 6130 a 2.10GHz con 32 nicleos. La versién utilizada de la
libreria PySINDy ha sido la 1.6.3.

Para concluir se adjunta la figura 4.1 en la que se indica el tiempo de ejecucion de
cada caso. Esta grafica se ha generado utilizando 20 trayectorias en los datos de entre-
namiento. Ademds, para aumentar la robustez de los resultados se ha repetido todo el
proceso (creacién de los datos, y del modelo, entrenamiento de este dltimo y validacién de
resultados) en diez ocasiones y en la grafica se reporta la media de estas diez ejecuciones.
Tal y como se puede apreciar, el caso A (para mds informacién sobre cada uno de los

casos, consultar la tabla 5.1) es el menos tiempo tarda, pues es aquel con las ecuaciones

IEn algunos casos concretos se ha utilizado mayor nimero de simulaciones debido a la variabilidad de

los resultados en cada ejecucion
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mas sencillas, mientras que los casos C-1 y C-2 son los que mayor tiempo necesitan, esto
se debe a que utilizan un vector de tiempos con una resolucién temporal mayor, o dicho
de otra forma, un paso de tiempo entre muestras menor. Por otro lado, el caso D-1 es el
siguiente que mayor tiempo necesita debido a que se trata de un caso cuyos términos de
la ecuacién son complejos, mientras que los casos B y D-2 obtienen un tiempo parecido,

pues en todos ellos existe un nimero similar de términos en la ecuacién.

Tiempo de ejecucion para cada caso

17.5

15.0

(s)

12.5

s

ejecucion

10.0

7.5

Tiempo de

5.0

- I I l

0.0 -

Caso A Caso B Caso C-1 Caso C-2 Caso C-2 Caso D-1 Caso D-2
orden 2 orden 3

Figura 4.1: Tiempo de ejecuciéon para cada uno de los casos desarrollados sobre aeronaves.
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Capitulo 5

Resultados

En este capitulo se detallan los experimentos o casos implementados para comprobar
la viabilidad del uso del algoritmo SINDy en aplicaciones relacionadas con la navegacion
de aeronaves y de manera genérica en el campo de la ingenieria aeroespacial. Para ello
se sigue la estructura planteada en el capitulo 4. El indice de los casos desarrollados se
encuentra en la tabla 5.1. Este capitulo concluye con un andlisis entre las ecuaciones
obtenidas y las tedricas y el error asociado a los coeficientes de las mismas.

Se ha planteado un conjunto de casos de complejidad incremental: en primer lugar, se
parte del caso sencillo de un planeador (caso A), en el que no hay empuje, la velocidad y
angulo de asiento de la velocidad () son constantes y las tnicas variables que cambian
con el tiempo son la altura y distancia horizontal recorrida.

A continuacion, con el fin de incrementar gradualmente la complejidad, en el caso B
se modela un vuelo rectilineo y simétrico de un turborreactor, el cual, a diferencia del
planeador, tiene un término de empuje constante, la velocidad varia con el tiempo y se
asumen valores grandes (con el fin de despreciar el término de resistencia aerodindmica
inducida de la ecuacién) y al ser un vuelo rectilineo el angulo de asiento de la velocidad
es nulo, por lo que la aeronave no desciende como si hacia en el caso anterior.

En el caso C la velocidad ya no se considera como valores grandes, y por tanto se
mantiene el término de resistencia aerodindmica inducida (caso C-1). En el siguiente
paso, caso C-2, se aproxima el término de 1/v? de estas ecuaciones por una aproximacién
en serie de Taylor.

Para concluir y con el objetivo de modelar otro movimiento que no sea rectilineo, se
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utiliza la misma aeronave (turborreactor) pero se le anade complejidad a su trayectoria,
modelando un lazo en el plano vertical. Existen dos posibles configuraciones de vuelo para
llevarlo a cabo: la primera consiste en asumir una velocidad y v variables con el tiempo
a empuje constante (caso D-1), mientras que la segunda se lleva a cabo asumiendo un
empuje y angulo de asiento de la velocidad variables con el tiempo a velocidad constante

(caso D-2).

Caso general Caso particular/Detalle Apartado
Sin empuje con angulo de asiento de la velocidad Caso A,
Planeador
constante seccién 5.1
Turborreactor en vuelo rectilineo uniforme anulan-
Caso B,
do el término de resistencia aerodinamica inducida
seccion 5.2
por tratarse de velocidades grandes
Turborreactor en vuelo rectilineo uniforme inclu-
Turborreactor Caso C-1
)
yendo dicho término de resistencia inducida por
en vuelo subseccién 5.3.1
.12 tratarse de velocidades pequenas
rectilineo

Turborreactor en vuelo rectilineo uniforme aproxi-

Caso C-2,
mando uno de los términos de la ecuacién por una

subseccion 5.3.2
serie de Taylor

Lazo ideal en el plano vertical para velocidad y
. Caso D-1,
Lazo ideal en angulo de asiento de la velocidad variables y em-
subseccién 5.4.1
el plano puje constante

tical . . L
vertica Lazo ideal en el plano vertical para empuje y angu-

Caso D-2,
lo de asiento de la velocidad variables y velocidad

subseccién 5.4.2
constante

Tabla 5.1: Indice de los casos sobre aeronaves desarrollados en el proyecto.



5.1. CASO A: PLANEADOR EN DESCENSO UNIFORME

5.1. Caso A: Planeador en descenso uniforme

Este primer caso es el mas sencillo que se ha desarrollado y el objetivo es familiarizarse
con la implementacién de las ecuaciones de la mecanica de vuelo via software y entender

el funcionamiento del algoritmo. En este caso no se adimensionalizan o normalizan las

ecuaciones debido a su simplicidad.

Angulo de asiento de la velocidad (rad)

-0.330
—— Trayectoria real
---- Trayectoria simulada
—0.335
—0.340
—0.345
-0.350
—0.355
—0.360
-0.365
0 200 400 600 800 1000
Tiempo (s)
Altura (m)
—— Trayectoria real
0 ---- Trayectoria simulada

—5000

—10000

-15000

—20000

—25000

—30000

0 200 400 600 200 1000
Tiempo (s)

80000

60000

40000

20000

104

102

100

Distancia horizontal (m)

—— Trayectoria real
---- Trayectoria simulada

0 200 400 600 800 1000
Tiempo (s)

Velocidad (m/s)

—— Trayectoria real
---- Trayectoria simulada

0 200 400 600 200 1000
Tiempo (s)

Sistema de ecuaciones

gamma'= 0.000
x'= 1.000 v*cos(gamma)
h'= 1.000 v*sen(gamma)

v'=0.000

Figura 5.1: Caso A. Representacion de las variables que intervienen en la trayectoria de

un planeador.
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Se pretende implementar el vuelo de un planeador (sin empuje) con un angulo de
asiento de la velocidad v y velocidad aerodinamica uniformes. Este es el tinico caso en
el que se obtienen las ecuaciones cinematicas representadas en la ecuacién (2.6). Se ha
decidido llevar a cabo este enfoque por ilustrar un ejemplo de implementacién de estas
ecuaciones y no de las dinamicas.

La evolucién de la trayectoria con el tiempo se muestra en la figura 5.1, donde el eje
x representa el tiempo y el eje y cada una de las variables que intervienen en la ecuacion:
angulo de asiento de la velocidad, distancia horizontal recorrida, altura descendida y
velocidad. Asimismo, se incluyen las ecuaciones obtenidas por el algoritmo alimentando
al mismo con 10 trayectorias, utilizando el argumento multiples trayectorias detallado en
el capitulo 3. Tal y como se puede apreciar, el algoritmo de SINDy es capaz de aproximar
perfectamente estas trayectorias simples.

En la figura 5.2 se muestra la evolucién del error cuadratico medio en la trayectoria
segin el nimero de trayectorias utilizadas para alimentar al algoritmo. Como se puede
ver utilizar el parametro opcional que proporciona al modelo los valores de los que partir
(suposicién inicial) resulta beneficioso para un nimero de trayectorias bajo, ya que si no
se obtiene la solucién trivial de todo ceros. Sin embargo, utilizar este parametro puede no

implicar una gran mejoria en los resultados, tal y como se muestra en los proximos casos.

Analisis sobre el nimero de trayectorias

Altura (m) Distancia horizontal (m)
109 —— Nada 10? —— MNada
Con initial_guess Con initial_guess
10° 5
o o 10
3 o g
g 10 £ 10!
S S
= 1073 = 1073
o 0
o
8 107 E
g 3 107
§ =11 §
= 10 = 10-11
10-15 10-15
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
Numero de trayectorias Numero de trayectorias

Figura 5.2: Caso A. Representacion del error cuadréatico medio de la trayectoria frente al

nimero de trayectorias.



5.2. CASO B: VUELO RECTILINEO SIMETRICO PARA VELOCIDADES GRANDES49
5.2. Caso B: Vuelo rectilineo simétrico para veloci-
dades grandes

En este caso se modela un vuelo con empuje orientado segin el sentido que indica el
eje x,, v describiendo un vuelo rectilineo, uniforme y simétrico, por lo que el angulo de
asiento de la velocidad, 7, es nulo. Por tanto, partiendo de las ecuaciones dindmicas (2.5)

se obtienen

Ejez, : L=W (5.1)
Ejez,: —D+T =mV (5.2)
L= %paireVZSCL (5.3)
D= %pairesz(cDo + kc?). (5.4)

Sustituyendo L por su expresion (ver ecuacién (5.3)) se despeja de la ecuacién del eje
2w €l coeficiente de sustentacion, c¢p. A continuacién, se incluye la expresion de D (ver
ecuacién (5.4)) en la ecuacién del eje x,, y se sustituye el ¢;, en el término de resistencia

aerodindmica inducida.

1 w2
D = ZpaireV?2S k———rs 5.5
2 b0t %pairev2s ( )
T 1 S g
V=" — —paireV*— —k——, 5.6
2" A VI TR >0

1
donde cpq representa el coeficiente de resistencia aerodindmica parasita, S la superficie
alar, k& término de proporcionalidad de la polar, p,;.. es la densidad atmosférica, g la
aceleracion de la gravedad y V la velocidad aerodinamica de la aeronave. De esta forma,
se ha pasado de dos incégnitas, ¢, y V, y dos ecuaciones dinamicas, a una ecuacion,
concretamente (5.6), y una incégnita, V.

Sustituyendo por constantes que representen los términos invariantes con el tiempo
y asumiendo velocidades aerodinamicas grandes, se desprecia el término de resistencia

aerodindmica inducida de la ecuacion (5.6),

1 S

aire ECDO (57)

A:

2
T

V=—AV?{C. (5.9)
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Adimensionalizando la velocidad por la siguiente relacion V= V/U,. y sustituyendo

en la ecuacién anterior, se obtiene

codv1 Vv

= = 1

dt U, U, (5.10)
UV = —AU?V2 4+ C (5.11)
V:—AUVW+§a (5.12)

C

Por tanto, si se alimenta al algoritmo con una libreria de funciones que incluya términos

constantes y cuadraticos, los coeficientes a buscar serian

1 S
a= AU, = 5 Paire CDOU (5.13)
C T
_ Y 14
“TU. T mu, (5.14)
V=—aVl+c (5.15)

Evolucion de la trayectoria

---- Trayectoria ruidosa de potencia 0.1%
0.81 —— Trayectoria real

---- Trayectoria simulada

0.7

0.6
0.5

0.4

Velocidad (m/s)

0.3

0.2

0.1

0.0

0 2 3 6 8 10
Tiempo (s)

Sistema de ecuaciones

V'=-0.135vA2 + 0.120 1

Figura 5.3: Caso B. Representacion de la velocidad de la trayectoria frente al tiempo.

En este caso se ha elegido como valor de U, el valor maximo de la velocidad. Por

tanto, se alimenta al algoritmo con trayectorias de velocidad cuyos valores se encuentran
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entre 0 y 1, tal y como se puede ver en la figura 5.3. Asimismo, se incluye la ecuacion
obtenida por el algoritmo alimentando al mismo con 10 trayectorias. Ademas, en este
figura se representan tres trayectorias: la real generada sintéticamente, la simulada por
el algoritmo, y una trayectoria ruidosa sintética con la que se alimenta al algoritmo en
algunos casos que se analizardn a continuacién cuya potencia de ruido es un 0.1% la
potencia de la senal sin contaminar. Tal y como se puede ver el algoritmo es capaz de

recuperar totalmente la trayectoria incluso con ruido en ella.

Evolucion error a lo largo de la trayectoria

18-9 Sin ruido . Con ruido
12 —— 1 trayec 5 trayec
2 trayec 3.0 10 trayec
—— 3 trayec —— 15 trayec
1.0 —— 5 trayec —— 20 trayec
—— 10 trayec 23 - 30 trayec

20 trayec

o

o]
M
o

o
o
Mediana del error
-
w

Mediana del error
o
[=)]
-
o

o
N

0.5

=4
o

0.0

Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 5.4: Caso B. Representacién del error cuadratico de la trayectoria frente al tiempo

sin ruido (izquierda) y con ruido (derecha).

En la figura 5.4 se ilustra el error cuadratico frente al tiempo. En el caso de la gréfica
de la derecha se contamina la trayectoria real con la que alimentara al algoritmo con
ruido que supone un 0,1 % de potencia de la sefnial sintética. Como se puede ver el error
para ambos casos y todas las trayectorias alcanza un valor maximo entorno a 4 segundos,
esto puede ser debido a que inicialmente el algoritmo aproxima la trayectoria por una
funcion lineal, pero a medida que avanza el tiempo observa se trata de una pardbola vy,
por tanto, reduce el error para los instantes de tiempo finales. Asimismo, es conveniente
destacar el hecho de que incrementar el niimero de trayectorias mejora considerablemente
el error en ambos casos, sin ruido se reduce de 1,2*x107? (para 1 trayectoria) a 1071° (para

10 trayectorias) utilizando tan solo 9 trayectorias mas (un orden de magnitud inferior).
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Los resultados son analogos a aquellos en los que se contamina la trayectoria con ruido,

excepto que en eje y la escala es de 1075,

Por tltimo, se representa el error tanto en la trayectoria como en los coeficientes
de la ecuacion (5.15) en la figura 5.5 variando el nimero de trayectorias utilizando una
libreria polinémica de grado 5, con la intencién de mostrar que, aunque SINDy reciba gran
cantidad de funciones que no son relevantes, es capaz de obtener inicamente aquellas que
describen los datos recibidos. Como se puede observar, el error en ambas métricas sigue
la misma tendencia, y presenta valores muy pequenos por debajo de 107, Esto nos indica
que el algoritmo es capaz de obtener de manera precisa una ecuacién muy similar a la
tedrica, (5.15), lo que ocasiona que el error en la trayectoria sea muy pequernio, tal y como

comentabamos anteriormente al ver la figura 5.3.

Error cuadratico medio de coeficientes y trayectoria

—— Error en los coeficientes
Error en la trayectoria

10—10

Error cuadratico medio

25 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
Numero de trayectorias

Figura 5.5: Caso B. Representacion del error cuadratico medio de la trayectoria y de los

coeficientes de la ecuacién (5.15).
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5.3. Caso C: Vuelo rectilineo simétrico para veloci-
dades pequenas

En este caso, a diferencia del anterior, no se desprecia el término de la resistencia
aerodinamica inducida debido a que se consideran velocidades pequenas, para ello las
trayectorias han sido generadas para valores de velocidad de 5-5.5 m/s en el caso C-1y
5-15 m/s en el caso C-2. De esta manera las ecuaciones se derivan de (5.6) incluyendo el

término de resistencia inducida, y siguiendo un procedimiento similar al caso anterior se

obtiene

: 272 B
UV =-AU V= 4+ C — = (5.16)

V2?2

° A C B
V=AUV + — — 517
ATy (5.17)

e
Bk L (5.18)
5Paire ,,

En este caso los valores de A y C siguen las expresiones anteriores (5.7) y (5.8),
respectivamente, y el valor de B es el indicado en la ecuacién (5.18). De la expresion

anterior se simplifica a

B
2 ~ o b
V=—aV"+c— T2 (5.20)

donde los coeficientes a y ¢ siguen las ecuaciones (5.13) y (5.14), respectivamente.
De nuevo se ha elegido como valor de U, el valor maximo de la velocidad. Por tanto,
se alimenta al algoritmo con trayectorias de velocidad cuyos valores se encuentran entre

0y 1.

5.3.1. Caso C-1: Vuelo rectilineo simétrico para velocidades pe-
quenas

En este caso se evaluard la precision del algoritmo ante trayectorias sintéticas que
siguen la ecuacion (5.20). En la figura 5.6 se representa la evolucion de la velocidad con

el tiempo. Tal y como se puede ver a pesar de introducir un ruido que representa el 10 %
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la potencia de la senal, el algoritmo es bastante preciso y consigue recuperar la ecuacion
buscada. Esto parece indicar que SINDy es robusto ante trayectorias ruidosas, que es lo
que nos encontrariamos en un caso real. En dicha figura también se incluye la ecuacion
que obtiene el algoritmo alimentando al mismo con 25 trayectorias.

Es conveniente destacar que este caso es especialmente complejo debido a la presencia
de los términos V2 y 1/V? en la misma ecuacién, concretamente en (5.20). Inicialmente,
se trato de utilizar dos grupos de trayectorias, uno con valores pequenos que activasen
el término de 1/ V2 y el otro con valores grandes que activasen el término de V2. Sin
embargo, el algoritmo aproximaba esta ecuacion mediante una hipérbola. A continuacion,
se intenté utilizar una restriccién para que el término de 1/ V2 apareciese en los resultados,
pero esto ocasionaba que los coeficientes obtenidos en el resto de términos de la ecuacion

fuesen muy distintos del valor real de los mismos.

Evolucion de la trayectoria

---- Trayectoria ruidosa de potencia 10.0%
0.801 —— Trayectoria real
---- Trayectoria simulada
0.75 1
9
E
5 0707
[1+]
T
(%]
o
@
> 0.65 1
0.60 1
0.55 +— : : : : :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tiempo (s)

Sistema de ecuaciones

v'=-0.117 vA2 +-0.290 1/vA2 + 0.868 1

Figura 5.6: Caso C-1. Representacion de la velocidad de la trayectoria frente al tiempo.

Finalmente, la solucién aportada es la siguiente, el valor del coeficiente B es un orden
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de magnitud de 10° veces superior que el de A debido a los pardmetros elegidos, tanto
fisicos como la superficie alar o atmosféricos como la densidad del aire. Esto ocasiona que
el algoritmo no sea capaz de percibir el término de VZ, por lo que la solucién aportada
es multiplicar el coeficiente A por un valor de 10. Gracias a esta decisiéon y al hecho de
normalizar la ecuacién, se ha conseguido que ambos términos apareciesen en la solucion
que el algoritmo proporciona.

Tal y como se puede observar en la figura 5.7 incrementar el nimero de trayectorias
resulta beneficioso para la disminucién del error. Sin embargo, a partir de 5 trayectorias
la mejora en el error es menor. Asimismo, es conveniente destacar que tan solo utilizar 4
trayectorias mas (comparando las lineas de 1 y 5 trayectorias) el error disminuye conside-
rablemente. Por tltimo, se puede observar como para 5, 15 y 25 trayectorias no se observa

una mejora significativa al incluir nuevas trayectorias.

1=_s Evolucién error a lo largo de la trayectoria

—— 1 trayec
1.0 2 trayec
— 3 trayec
—— 4 trayec
. 0.8 5 trayec
g —— 15 trayec
w 25 trayec
o 0.6
g=]
[1s]
5
5 0.4
<]
=
0.2
0.0 —
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Tiempo (s)

Figura 5.7: Caso C-1. Representacién del error cuadratico de la trayectoria frente al tiem-

po.

Por otro lado, en la figura 5.8 se muestra la evolucién del error de la trayectoria frente
a la potencia de ruido con la que se contaminan las trayectorias utilizadas para alimentar
el algoritmo. De nuevo, se puede observar claramente como incrementar el nimero de
trayectorias resulta beneficioso y, tal como cabria esperar, a medida que crece la potencia

de ruido el error es mayor. Tal y como se puede ver en la grafica, para valores altos de
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Evolucién error segun potencia de ruido

—— 5 trayec
10 trayec
= 20 trayec
—— 40 trayec
—— 50 trayec

107 1

107 1

Error cuadratico medio

107° 1

1074 1073 102 10-1
Potencia de ruido

Figura 5.8: Caso C-1. Representacion del error cuadréatico medio de la trayectoria frente

a la potencia de ruido.

potencia de ruido tener un mayor niimero de trayectorias puede llegar a resultar perjudicial
(alimentar el algoritmo con datos que describen 40 y 50 trayectorias funcionan peor que
el modelo que recibe 20 para una potencia de ruido de 107}, por ejemplo). Esto puede ser
debido a que mayor ntimero de trayectorias implican mayor ntimero de muestras ruidosas
y por tanto, el algoritmo puede equivocarse con mayor facilidad. A pesar de ello, los
resultados obtenidos mantienen un error por debajo de 1072 incluso para un ruido que

representa un 10 % de la potencia de la senal.

En la figura 5.9 se representa el error cuadratico medio de las trayectorias y coeficientes
de la ecuacion (5.20) frente al nimero de trayectorias para una librerfa polinémica de grado
5 y un término 1/V?2. Sin embargo, esta aproximacion resulta bastante apropiada, pues
el error en la trayectoria es pequeno, y disminuye atin mas conforme se incrementa el
numero de trayectorias, a pesar de que los coeficientes de la ecuacion obtenida no sean los
adecuados. Por tltimo, es conveniente destacar que incrementar el nimero de trayectorias
no mejora el error de los coeficientes de la ecuacion, esto puede ser debido a que un mayor
nuamero de trayectorias implica un mayor nimero de muestras a analizar y por tanto que

sea mas complejo obtener un resultado preciso que se adapte a todas las trayectorias
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utilizadas.

Error cuadratico medio de coeficientes y trayectoria

107

10!

10°

107!

1072

Error cuadratico medio

1073

—— Error en los coeficientes
Error en la trayectoria

1074

25 5.0 75 10.0 125 15.0 17.5 20.0
Numero de trayectorias

Figura 5.9: Caso C-1. Representacion del error cuadratico medio de la trayectoria y de

los coeficientes de la ecuacion (5.20).

Por ultimo, en la figura 5.10 se representa el error cuadratico medio de los coeficientes
de la ecuacién (5.20) frente a la potencia de ruido utilizada para contaminar la matriz
de datos X. Como se puede observar y de manera similar a la figura 5.8 incrementar
la potencia de ruido aumenta el error. Sin embargo, podemos observar que el error se
mantiene dentro de unos valores razonables, ya que a pesar de introducir una potencia
de ruido que representa el 10 % de la potencia de la senal original, el error se mantiene
entorno a 1 para 25 trayectorias, es decir, los coeficientes varian, en media, una unidad

respecto a su valor real.

5.3.2. Caso C-2: Aproximacion en serie de Taylor de un vuelo

rectilineo simétrico para velocidades pequenas

En este caso se pretende que el algoritmo obtenga la ecuacién (5.20) aproximando el

término 1/ V2 por un desarrollo en serie de Taylor de orden 2 y 3, es decir, este caso evalua



58 CAPITULO 5. RESULTADOS

Evolucién error para los coeficientes de la ecuacién

—— 5 trayec
10 trayec
101 — 25 trayec

10°

1071

Error cuadratico medio en coeficientes

103

1074 1073 1072 1071
Potencia de ruido
Figura 5.10: Caso C-1. Representacion del error cuadratico medio de los coeficientes de la

ecuacién (5.20) frente a la potencia de ruido.

la capacidad del algoritmo de obtener ecuaciones dinamicas simplificadas que modelen el
comportamiento de la aecronave. Para ello, se alimentard dicho algoritmo con trayectorias
que siguen la ecuacién (5.20).

El desarrollo en serie de Taylor aproxima funciones mediante polinomios de distinto
grado, términos factoriales y derivadas de la funcién a aproximar. Este desarrollo se realiza

en torno a un punto fijado, z, matematicamente [34]

s =3 = T gy (5.1
f(if):f($o)+dj;f> ) (w—xo)—l—%g;) ) (x — 20)* + ...,

donde si limitamos el nimero de términos del sumatorio a un valor fijo NV, obtendriamos
una version simplificada del desarrollo. Este valor se conoce como el orden de la serie. En
este caso se ha elegido como centro del desarrollo xg = 1, de manera que la aproximacion

en serie de Taylor para N = 2 seria

1 —2 6
F:1+T(v—1)+5(v—1)2:3v2—8v+6.
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Retomando la ecuacién (5.20) el desarrollo de orden 2 obtenido serfa

V= —aV? 4 c— 3602 + 86V — 6b
V= —(a+3b)V2 + 8V + (—6b + c). (5.22)
Para N = 3 seria
1 B —2 6 s —24 3 3 9
v—2—1+T(U—1)+5(U—1) +T(U_1) = —4v° 4 1507 — 200 + 10.

Retomando la ecuacién (5.20) se obtiene

V= —aV? 4+ ¢ — b(—4V% + 1502 — 20V + 10)
‘7/

4bV3 — (a + 15b) V2 + 200V + (—10b + ¢). (5.23)

Para ambas aproximaciones los coeficientes a, b y ¢ siguen las ecuaciones (5.13), (5.19)
y (5.14), respectivamente.

Utilizando una libreria polinémica de grado 2 y 3, y alimentando al algoritmo con
trayectorias que se rigen por la ecuacién (5.20) se obtienen las trayectorias representadas
en la figura 5.11. Como se puede observar, la aproximacién realizada por el algoritmo es
bastante precisa, de forma general simula correctamente la trayectoria, en especial en la
fase de ascenso (aproximadamente lineal) y en la fase estacionaria de la misma. Como
resulta razonable, la aproximacién de grado 3 resulta més precisa que la de grado 2.
Asimismo, se incluyen las ecuaciones obtenidas por el algoritmo segun la aproximacion
considerada alimentando al mismo con 20 trayectorias.

Por otro lado, en la figura 5.12 se muestra el error cuadratico medio para ambas
aproximaciones frente al nimero de trayectorias utilizadas. Tal y como se puede observar,
al incrementar el nimero de trayectorias mejora el error para una aproximacién de orden
3, mientras que orden 2 no mejora a partir de 7 trayectorias. Esto puede ser debido a
que una aproximacion de tercer orden contiene mas términos sobre los que cambiar los
coeficientes asociados y asi ajustar mejor la trayectoria.

Otro aspecto a analizar es utilizar tiempos de validacién mayores que los usados para
entrenar/alimentar el algoritmo. Se evalia si el algoritmo ofrece un desempeno igual de
bueno ante tiempos que no ha visto con anterioridad.

En la figura 5.13 se analiza este aspecto y, tal y como se puede observar, la aproxima-

cién de orden 3 ofrece un error menor para el mismo nimero de trayectorias que de orden



60 CAPITULO 5. RESULTADOS

Evolucién de la trayectoria

1.0

0.9

o o
-] [++]

Velocidad (m/s)
(=]
(=]

0.5

0.4 /
L
o —— Trayectoria real
0.3 2 ---- Trayectoria simulada orden 3
---- Trayectoria simulada orden 2
0-2 T T T T T T
0 2 4 6 8 10
Tiempo (s)

Sistema de ecuaciones

Orden 2 Vv'=0.674v+-0.677 v*2

Orden3 V'=-0.2481+1.971v+-2.713 v*2 + 0.993 vA3

Figura 5.11: Caso C-2. Representacion de la velocidad de la trayectoria frente al tiempo

para una aproximacion en serie de Taylor de orden 2 y 3.

2. De forma general se observa que a medida que crece el tiempo de validacion el error
disminuye, esto puede ser debido a que la trayectoria alcanza un estado estacionario, tal y
como se puede apreciar en la figura 5.11, el cual es méas sencillo de modelar. Como vemos,
el algoritmo obtiene una simplificacién de la ecuacién (5.20) bastante precisa tanto para
un estado transitorio como para un estado estacionario, con errores inferiores a 1073,
Por dltimo, en la figura 5.14 se pretende analizar la precision del algoritmo, para una
aproximacién en serie de Taylor de tercer orden, ante trayectorias con distinto nimero
de muestras y para diferentes instantes temporales. El resultado obtenido es que incre-
mentar el nimero de muestras utilizadas resulta beneficioso y reduce el error, pero debe
complementarse con utilizar trayectorias lo suficientemente largas temporalmente. Incluso

utilizando vectores temporales pequenos y pocas muestras el error se mantiene en un valor

de 1073.
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Analisis sobre el nimero de trayectorias

—— Aproximacién de segundo orden

Bx 1073 Aproximacion de tercer orden
L
g=
@ 4x107°F
E
=]
Y 3x1073
)
o
g=
[
0 2x10° -
5 ~—
£
L .

N
1.0_3 7 ‘\\

25 50 75 100 125 15.0 17.5 20.0
Numero de trayectorias

Figura 5.12: Caso C-2. Representacion del error cuadratico medio de la trayectoria frente

al numero de trayectorias.

Error para tiempos de validacién mayores

—— 5 trayec orden 2
5 trayec orden 3
| === 20 trayec orden 2
'a ~=-= 20 trayec orden 3
10-3 1 "% 30 trayec orden 2
i —-= 30 trayec orden 3
[

10741

Error cuadratico medio

] 200 400 600
Tiempo de validacion(s)

Figura 5.13: Caso C-2. Representacién del error cuadratico medio de la trayectoria frente

al la duracién temporal de la trayectoria de validacion.
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400
Maimeg 4 500
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”i'req 800
Mieng, y 1000

0o

Figura 5.14: Caso C-2. Representacion del error cuadratico medio de la trayectoria va-

riando parametros del vector de tiempo.

5.4. Caso D: Lazo ideal en el plano vertical

En este caso se pretende que el algoritmo calcule las ecuaciones asociadas a un lazo
ideal en el plano vertical simétrico. El procedimiento general es el explicado a conti-
nuacion, aunque en cada caso se detallaran los pasos exactos a seguir. Se parte de las
ecuaciones (2.5) y se derivan dos casos, por un lado se mantiene el empuje constante,
caso D-1, y por otro se mantiene constante la velocidad, caso D-2. En ambos, el angulo

de asiento de la velocidad, v varia segin se desarrolla la trayectoria, cuya variacion se

describe segtn la ecuacion diferencial

v
v = — 5.24
¥=75 (5.24)

donde R representa el radio del lazo y es un valor dado del problema. Este movimiento

queda representado por tres incognitas (¢, V o Ty 7) y dos ecuaciones dindmicas (2.5),

(se desarrollarédn en cada caso) y una angular (5.24). Ademés, se considera que el cambio

en la densidad del aire es despreciable y se fija el valor de este parametro.
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Debido a la complejidad de este movimiento se sustituye la ecuacion (5.3) en la tercera
ecuacién dindmica (2.5) y se despeja el ¢;. A continuacién en la primera ecuacién dindmica
se sustituye la resistencia aerodindmica por la expresién (5.4) y en el valor de la resistencia
aerodinamica inducida se sustituye por la expresion anteriormente despejada del cy. Las
ecuaciones se reducen a dos (una dindmica y una angular) y las incégnitas dependientes

del tiempo serian V o Ty .

5.4.1. Caso D-1: Lazo ideal en el plano vertical para velocidad

y angulo de asiento de la velocidad variables

Primeramente, se ha tratado de alimentar al algoritmo con trayectorias normalizadas.
Sin embargo, los resultados obtenidos no han sido satisfactorios y es necesario realizar
otras transformaciones a las ecuaciones. Para ello, se adimensionaliza la ecuacion de la

velocidad por un tiempo caracteristico ¢. y una velocidad caracteristica U..

Se mantiene la definicién V = V/U,. y se incorporan las siguientes

S Ve

V = 5.25
U. (5.25)

i = At (5.26)

Notese que V' carece de unidades, mientras que la ecuaciéon angular que define ~

mantiene unidades adimensionales de radianes.

Sustituyendo las expresiones anteriores en las ecuaciones (2.5) y (5.24) se obtienen

v T 1 S 9vrr vo  gSInYy

Z = mUC — §pairea(cD0 -+ kCL)UCV — Uc (527)
~ .1 S ~ cos

Vy= épaireECLUcvz - gU_7 (5.28)
2 . Uc

%:VE. (5.29)

Tal y como hemos hecho en el caso anterior, definimos una serie de coeficientes cons-



64 CAPITULO 5. RESULTADOS

tantes para simplificar la representacion de las ecuaciones

1 S

A = EpaireEUctc
Ay = tc%

As = miUctc
A=tk

(5.30)

(5.31)
(5.32)

(5.33)

Con el fin de simplificar términos y disminuir la complejidad de las ecuaciones se eligen

como tiempo y velocidad caracteristicos

te =

2
U, =)=
S:Oaire

De esta forma los coeficientes anteriores se simplifican

Ue
g

A=A =1
4T
mg
2m
Ay = :
! paireSR

Sustituyendo estos coeficientes en las ecuaciones (5.27), (5.28) y (5.29)

V= As — (cpo + k)V? —sinny

. V2
s = ctV?  cosy
te te
;y = A4‘A/7

despejando el ¢, de la segunda ecuacion y sustituyendo en la primera se obtiene
VAt.  cos cos
C = :Y 4+ — i = A4 + — il
72 72 V2
2 A k 2
V = Az — (cp, + kADV? — 2k Ay cosy — siny — %.

Agrupando términos, las ecuaciones a obtener por el algoritmo son

Ag(cos)?
‘72

‘> = Ay — AV? — Agcosy — Arsiny —

7 = A4V7

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)
(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)
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donde
As =cpo+ /{ZAZ (545)
Ag = 2kA, (5.46)
A, =1 (5.47)
Ag = k. (5.48)

Evolucién de la trayectoria

—— Trayectoria real —— Trayectoria real

6.0 N N
---- Trayectoria simulada 141 ---- Trayectoria simulada

5.5 12

10

Velaocidad (m/s)
S v
(%] (=]

b
o

3.5

Angulo de asiento de la velocidad (rad)

3.0 0

0:0 0.I2 0:4 0:6 O.I8 l.IO O.IO 0:2 0:4 O.IG 0:8 l.IO
Tiempo (s) Tiempo (s)

Sistema de ecuaciones

v'=-0.374 vA2 +-10.005 sin(gamma) + -0.448 cos(gamma) + -4.865 cos(gamma)A2/vh2 + 6.176 1+ 6.176 1
gamma'=3.175v

Figura 5.15: Caso D-1. Representacion de la velocidad y angulo de asiento de la velocidad

() de la trayectoria frente al tiempo.

Inicialmente se ha tratado de alimentar al algoritmo con datos de trayectorias que se
rigen por las ecuaciones (5.44). Sin embargo, algunos de los términos con coeficientes mas
pequenos no eran detectados por SINDy, por esa razén se ha indicado en el parametro de
entrada que indica al algoritmo el paso de tiempo a utilizar en el entrenamiento un valor
de 0.0001s en lugar de 0.001s (siendo este ultimo el utilizado para generar los datos), con

lo que se consigue que el algoritmo detecte todos los términos de la ecuacion. Sin embargo,
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los coeficientes obtenidos por el algoritmo de SINDy tendran un valor 10 veces superior
a su valor real en las ecuaciones (5.44) y (5.41), por lo que necesitamos reajustarlos a
la hora de generar las trayectorias utilizando el modelo obtenido. En la figura 5.15 se
representa la evolucién de la velocidad y dangulo de asiento de la velocidad () en funcién
del tiempo junto a la trayectoria obtenida por el algoritmo. Asimismo se incluyen las

ecuaciones obtenidas alimentando al mismo con 10 trayectorias.

Anélisis sobre el nimero de trayectorias

Velocidad (m/s) Angulo de asiento de la velocidad (rad)

w

1072

H
b
L

—— MNada
Con initial_guess
—— Con restristricciones
—— initial_guess + restricciones

—— Nada
Con initial_guess
—— Con restristricciones
—— initial_guess + restricciones

1073

Error cuadratico medio
Error cuadratico medio

H
2
&L

. N

25 50 75 100 125 150 17.5 20.0 25 50 75 100 125 150 175 20.0
NlGmero de trayectorias NUmero de trayectorias

Figura 5.16: Caso D-1. Representacion del error cuadratico medio de la trayectoria frente

al nimero de trayectorias.

Por otro lado, en la figura 5.16 se representa el error cuadratico medio frente al nimero
de trayectorias configurando algunas de las entradas opcionales, como la suposicion inicial
o la utilizacién de restricciones para ajustar el coeficiente A; (ya que en la ecuacién
devuelta por el algoritmo se desviaba de su valor original). Lo que se ha buscado con
este experimento es evaluar el desempeno del algoritmo al incluir informacién a priori
de la ecuacién, como puede ser el valor inicial de los coeficientes o ajustar sus valores
mediante restricciones. Inicialmente, se puede pensar que utilizar restricciones mejorara
el error en la trayectoria, pero no sucede asi. Esto puede ser debido a que introducir una

restricciéon en el problema de optimizacién puede cambiar el punto éptimo que se esta
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buscando. Lo que se ha observado es que introducir esta restriccién modifica el valor del
coeficiente A7 que el algoritmo obtiene, provocando que la trayectoria simulada y la real
difieran. Asimismo, también se puede observar que incrementar el nimero de trayectorias
no mejora el error, esto puede ser debido a que al tratarse de errores pequenos, la mejora
que se puede obtener es minima.

En la citada figura, se puede observar que los errores son inferiores a 10!, por lo que

el algoritmo recupera correctamente la trayectoria.

Analisis sobre tiempos de validacién mayores

Velocidad (m/s) ; Angulo de asiento de la velocidad (rad)
10
I.-/ 102
10-1
10!
=4 8
o =
] 7}
E E
o o
R = 1o°
‘@ 5 ®
- 10 h=]
I} o
] ]
e e
S S 107!
& &
1072
-3
10 /
—— 10 trayec+nada —— 10 trayec+nada
10 trayec+con initial_guess 10-1 / 10 trayec+con initial_guess
—— 10 trayec+con restristricciones —— 10 trayec+con restristricciones
—— 10 trayec+initial_guess + restricciones ——— 10 trayec+initial_guess + restricciones
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Tiempo de validacion(s) Tiempo de validacion(s)

Figura 5.17: Caso D-1. Representacion del error cuadratico medio de la trayectoria al

variar la duracion temporal de la trayectoria de validacion.

En la figura 5.17 se muestra el error cuadratico medio para distintos valores maximos
de tiempo usados para validar la solucién aportada por el algoritmo. Tal y como se
puede observar, para tiempos de validacién pequenos el algoritmo presenta errores bajos,
esto puede ser debido a que estos tiempos menores se asemejan al tiempo utilizado para
generar los datos con los que se alimenta al algoritmo. Por otro lado, se observa que para

tiempos mayores parece que se alcanza un error de saturacion, esto puede ser debido a
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que se alcanza la fase estacionaria de la trayectoria. Por ultimo, de nuevo observamos que
utilizar restricciones no disminuye el error y utilizar una suposicién inicial no ayuda a

mejorar el resultado.

Error en los coeficientes y trayectoria

B Con escalado de tiempo

3 E - -
10 B Sin escalado de tiempo

102_

10]_

100_

10—1_

Error cuadratico medio

1072+

10—3_

Error en los coeficientes

Error en la trayectoria

Figura 5.18: Caso D-1. Representacion del error cuadratico medio de la trayectoria y de

los coeficientes del sistema de ecuaciones (5.44).

En la figura 5.18 se muestra una comparativa entre alimentar el algoritmo con un
paso de tiempo correcto (sin escalado de tiempo) o uno méas pequeno (con escalado de
tiempo) midiendo el error cuadratico medio en la trayectoria y coeficientes del sistema
de ecuaciones (5.44). Tal y como se puede apreciar, la diferencia entre el error en los
coeficientes es menor que en el error en la trayectoria. Aun asi, y considerando que el eje
y de la figura presenta escala logaritmica, la diferencia entre las dos alternativas en el
caso del error en las trayectorias es grande, siendo esta diferencia de mas de 6 6rdenes de
magnitud. Es conveniente destacar que el error en los coeficientes sin escalado de tiempo
es mucho menor que el error en la trayectoria para el mismo caso, ya que cabria esperar
que un error en los coeficientes no demasiado alto ocasione un error bajo en la trayectoria.

Esto puede ser debido a que se calcula el error cuadratico medio de toda la la matriz de
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coeficientes E, por lo que si algiin coeficiente no se encuentra presente en los coeficientes
obtenidos por el algoritmo, no incrementara mucho este error. Sin embargo, en el caso del
error en la trayectoria se alimenta con una trayectoria de validaciéon que el algoritmo no
ha visto con anterioridad, por lo que la ecuacién obtenida por el algoritmo puede que no

se adapte a esta trayectoria y el error se incremente considerablemente.

Evolucion error para los coeficientes de la ecuacion
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Figura 5.19: Caso D-1. Representacion del error cuadratico medio los coeficientes del

sistema de ecuaciones (5.44) frente a la potencia de ruido.

Por ultimo, en la figura 5.19 se representa el error cuadratico medio de los coeficientes
del sistema de ecuaciones (5.44). A diferencia de los casos anteriores se puede apreciar
como en este caso el error no se mantiene bajo, sino que incluso ante potencias pequenas
del orden de 10~ se alcanzan errores de 102. Este comportamiento puede ser explicado
debido a que se trata de un sistema de ecuaciones complejo con combinaciones de fun-
ciones trigonométricas y polindomicas. Como vemos, ante ecuaciones con mayor nimero
de términos y mas complejas, SINDy no presenta un comportamiento robusto frente al

ruido. Ademés, tal y como podemos observar a partir de una potencia de ruido de 1072
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se alcanza un pico, por lo que se puede intuir que esta es una potencia de saturaciéon a

partir de la cual el comportamiento de SINDy es aleatorio.

5.4.2. Caso D-2: Lazo ideal en el plano vertical para empuje y
angulo de asiento de la velocidad variables
En este caso las incognitas dependientes del tiempo son 7', ¢, y v que quedan descritas

por 3 ecuaciones, dos ecuaciones dindmicas representadas por (2.5) y una ecuacién angular

representada en (5.24). Concretamente, en este caso obtenemos las ecuaciones

T—D—Wsiny =0 (5.49)
L — W cosy =mVyy (5.50)

. _ Vo

Y R’

donde V; denota la velocidad aerodindmica y su valor se fija a 10m/s.
Se procede despejando el ¢y, de la segunda ecuacién y se sustituye en el término de
resistencia aerodinamica inducida de la primera ecuacién, obteniéndose

2 Vi

= paTSVoZ(W cosy + miﬁ)) (5.51)
T= %Spaire‘/oQCDO + Spj—ivg(WQ(cos )%+ ng—oi + %TVOQ cosy) + Wsiny (5.52)
5= %, (5.53)
Agrupando los términos constantes
Ar = 3 Spurci (5.54)
Ay = Ajcpo (5.55)
As = Aﬁlm;‘f = jkm;ﬁ (5.56)
Ay = Aﬁl = [)%—VSV;OQ (5.57)
As = A£12WZL%2 - ;lmgg (5.58)
%:% (5.59)

A7 = A2 + Ag (560)
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y sustituyendo en el sistema anterior

T = A; + Ay(cosy)? + As cosy + W siny (5.61)
4= Ag. (5.62)
Sin embargo, el algoritmo obtiene las ecuaciones en derivadas, por tanto si derivamos
la ecuacién (5.61), sustituimos por el valor de 4 de la ecuacion (5.53) se obtiene

%

R

%

: Vi
T = _2A4E0 cosysiny — As 7

siny + W — cos~.

Para simplificar, podemos aplicar la relacion trigonométrica del angulo doble, obteniendo

T= —A4% sin 2y — A5% siny + W% cos 7. (5.63)

Definiendo los siguientes coeficientes

Ag — A4% (5.64)
1%
Ay = A5EO (5.65)
Ay — W%, (5.66)
se sustituyen en las ecuaciones anteriores, obteniéndose
T = —Agsin 2y — Agsin v+ Ajp cosy (5.67)

¥ = As.

Inicialmente, se ha alimentado al algoritmo con trayectorias normalizadas. Sin em-
bargo, en el sistema de ecuaciones obtenido por el algoritmo SINDy aparecian términos
que no se encontraban en las ecuaciones. Para intentar solucionar este problema, se han
probado dos casos. El primero consiste en alimentar con trayectorias sintéticas sin nor-
malizar que siguen el sistema de ecuaciones integrado (5.67). La razén de no normalizar
en este caso concreto es debido a que todos los coeficientes de la ecuacién (5.67) tenian
un valor parecido, por lo que normalizar no era tan necesario como en otros casos (casos
By C) donde la diferencia entre las magnitudes de los coeficientes de los términos hacia

que SINDy no obtuviese aquellos términos mas pequenos. El segundo caso consiste en



72 CAPITULO 5. RESULTADOS

Evolucién de la trayectoria

10 { — Trayectoria real

75 ---- Trayectoria simulada

50

25

—25

Empuje (Newton)
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—100 —— Trayectoria real
--=- Trayectoria simulada 0
—-125 T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tiempo (s) Tiempo (s)

Sistema de ecuaciones

T'=-7.796 sin(2*gamma) + -1.594 sin(gamma) + 98.085 cos(gamma)
gamma'= 1.000 1gamma

Figura 5.20: Caso D-2. Representacién del empuje y déngulo de asiento de la velocidad (7)

de la trayectoria frente al tiempo.

ademas alimentar con las derivadas de las ecuaciones indicadas, y asi evitar que la libreria
PySINDy las calcule. En ambos casos se obtienen errores muy pequenos, por lo que en

los resultados que se muestran a continuacién se ha alimentado con las derivadas.

En la figura 5.20 se representa la evolucién del empuje y de v con el tiempo indicando
si se trata la trayectoria real sintética y la trayectoria simulada por el algoritmo. Asimismo
se incluyen las ecuaciones obtenidas por el algoritmo alimentando al mismo con 15 tra-
yectorias. Tal y como se puede observar, el algoritmo de SINDy recupera las trayectorias

satisfactoriamente.

En la figura 5.21 se analiza el error frente al nimero de trayectorias para una libreria
polinémica de grado 2 y una libreria trigonométrica. Tal y como se puede observar el
resultado es bastante prometedor, el algoritmo es capaz de recuperar la trayectoria con

errores del orden de 1073 incluso para una libreria con un nimero grande de funciones que
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no se encuentran presentes en las ecuaciones desarrolladas. De nuevo, se puede observar

que aumentar el nimero de trayectorias resulta beneficioso.

Analisis sobre el nimero de trayectorias

Empuje (Newton) Angulo de asiento de la velocidad (rad)

21x 1073 1.9x 1072*
=} 2x10°3 o 18x107%®
=] =
@ L]
£ £
[=] [=]
2 19x107 2 17X
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[+ 1+
=3 =
o o
5 18x102 S 16x 107
= =
w L

17 %1073 15x 10722

10 15 20 25 30 35 10 15 20 25 30 35
Numero de trayectorias NUmero de trayectorias

Figura 5.21: Caso D-2. Representacion del error cuadratico medio de la trayectoria frente

al nimero de trayectorias.

Por 1ltimo, se ha realizado de nuevo el experimento de anadir ruido a las trayectorias
alimentadas al algoritmo, con la intenciéon de probar la robustez del mismo en un caso
mas complejo, y en la figura 5.22 se representa el error cuadratico medio en la trayectoria
segun la potencia de ruido. Esta potencia de ruido se incluye en las muestras y en las
derivadas con las que se alimenta el algoritmo. No se ha incluido la representacion del
error para el dngulo de asiento de la velocidad por tratarse de errores muy pequenos del
orden de 102 muy probablemente debidos a la precisién de la maquina y aproximables

a 0.

Tal y como se puede observar, a medida que crece la potencia de ruido los errores son
cada vez mayores. A diferencia de casos anteriores, se puede ver como el caso del empuje
frente al ruido es menos robusto que otras variables en casos anteriores, esto puede ser
debido a la complejidad de las ecuaciones. Incrementar el nimero de trayectorias resulta

ligeramente beneficioso pero no provee una mejora considerable en el error.
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Evolucidn error segun potencia de ruido
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Figura 5.22: Caso D-2. Representacion del error cuadratico medio de la trayectoria frente

a la potencia de ruido.
5.5. Analisis general

Para concluir este capitulo se representa en la tabla 5.2 una comparativa entre las
ecuaciones tedricas y las ecuaciones obtenidas por el algoritmo y el error cuadratico medio
en los coeficientes. Esta tabla, al igual que la figura 5.23 se han generado utilizando 20
trayectorias para los datos de entrenamiento. De nuevo, para aumentar la robustez de los
resultados se ha repetido todo el proceso de generacion de datos, creaciéon del modelo,
entrenamiento del mismo y validaciéon de resultados en diez ocasiones y se muestra la
mediana del error de estas diez ejecuciones.

En la tabla 5.2 se puede observar que de manera general el algoritmo es capaz de
recuperar correctamente las ecuaciones, mostrando un error en los coeficientes de las
mismas bajo. Sin embargo, en el caso C-2, tanto para la aproximacion de orden 2 como
de orden 3, se puede ver que el error asociado es mayor. Esto puede ser debido a que el
algoritmo es alimentado con trayectorias que siguen la ecuacién (5.20) (véase la ecuacién
del caso C-1 en la tabla) pero se utiliza una librerfa polinémica de grado 2 y 3 en la que

no aparece el término 1/v2. El algoritmo, en lugar de obtener los coeficientes asociados al
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desarrollo en serie de Taylor entorno al punto 1, trata de aproximar la trayectoria en todos
los puntos, la cual no ha sido generada utilizando esta aproximacion. Esto se confirma si
vemos el error asociado a los coeficientes en la tabla y el error asociado a la trayectoria,
subseccién 5.3.2, estos difieren considerablemente.

Por otro lado, vemos que para el caso D-1 el error asociado a los coeficientes es mayor
que el caso homdlogo D-2, esto es debido a que el coeficiente asociado al término (cosy)?/v?
no es detectado correctamente por el algoritmo.

En la figura 5.23 se representa el error cuadratico medio de los coeficientes de las
ecuaciones tedricas y predichas representadas en la tabla 5.2. No se ha incluido el caso
A debido a que la estimacion de los coeficientes era perfecta, y el error que mostraba
era debido a la resolucién del ordenador, obstaculizando la correcta visualizacién de los

ordenes de magnitud del resto de casos.

Error en los coeficientes para cada caso

107!
1073
103
107
1079

Caso B Caso C-1 Caso C-2 Caso C-2 Caso D-1 Caso D-2
orden 2 orden 3

Error cuadratico medio

Figura 5.23: Error cuadratico medio en los coeficientes para los casos analizados.

En este proyecto se ha aplicado la técnica propuesta en SINDy, sobre regresién dis-
persa, para la recuperacién de las ecuaciones que modelan la dinamica de los datos con
los que es alimentado. En concreto, se ha aplicado sobre los atractores extranos de Lo-
renz, Rossler, Thomas y Three-Scroll Unified System y sobre las ecuaciones que modelan

el comportamiento de una aeronave en vuelo para un planeador, vuelo rectilineo en el
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plano horizontal (para velocidades grandes y pequenas y aproximar este tltimo por una
serie de Taylor) y un lazo en el plano vertical. Una vez obtenidas las ecuaciones que el
algoritmo considera mas adecuadas se han cambiado algunos parametros de entrada para
mejorar los resultados y comprobar como afecta la variacién de esas entradas a la salida.
Se ha podido observar que se recuperan correctamente las ecuaciones ante ruido AWGN
de los casos mas sencillos, incrementar el nimero de trayectorias ofrecidas al algoritmo
que cambian su punto inicial resulta beneficioso aunque puede llegar un punto en el que
incrementar este parametro no suponga una gran mejoria en los resultados, adimensiona-
lizar /normalizar las ecuaciones que generan las trayectorias resulta beneficioso y permite
recuperar de manera mas precisas dichas ecuaciones, y por ultimo, utilizar trayectorias de
validacién temporalmente més largas que las utilizadas para entrenar al algoritmo ofrece

muy buenos resultados.
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Caso Ecuacién a obtener Ecuacién obtenida Error
5 =0 § =0
2 = 1,000v cos y z = 1,000v cos y
: ) —25
Caso A h = 1,0000 sin h = 1,0000 sin 1,2996 + 10
Caso B v = —0,13500% + 0,120 v = —0,1351v% + 0,1200 4,7699 % 10~ 11

1 1
i =—0,11070> = 0,2831— & = —0,11750* — 0,2865—
v v

Caso C-1 5,8712 % 107
40,8538 40,8641
Orden 2: Orden 2:
0 = —0,3427v* 40,1139 0 = —0,68450% + 0,6819v Orden 2:
+0,2297 +0 0,1638
Caso C-2 Orden 3: Orden 3: i
Orden 3:
v =0,0569v® — 0,513502 0 =0,78120° — 2,2542¢2
1,4787
+0,2847v + 0,1728 +1,6556v — 0,1807
v =12,2324 — 0,31830? v =12,3344 — 0,31900>
—0,2316 cosy —0,2279 cos y
Caso D-1 —10,0000 sin y —10,0034 sin y 0.9300
0,7300(cos 7)? 4,7957(cos v)?
T ez
4 =1,58660 4 =1,5874v
T = —7,8025 sin 2 T = —7,7972sin 2
—1,5907 sin «y —1,5941 sin vy
o —6
Caso D-2 +08,1000 cos +98,0919 cos 6,7587 + 10
y=1 y=1

Tabla 5.2: Tabla comparativa entre las ecuaciones obtenidas por SINDy y las tedricas

para las trayectorias de aeronaves.
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Capitulo 6

Conclusiones

A lo largo de este proyecto se ha tratado de analizar si es posible utilizar la técnica
SINDy, basada en regresion dispersa, en el campo de la ingenieria aeroespacial para la
prediccion de las ecuaciones que modelan el comportamiento de una aeronave en vuelo a
partir de datos de sus trayectorias. Para ello, se han seleccionado diversos casos de ejemplo
de las trayectorias de una aeronave, como pueden ser un planeador, un vuelo rectilineo
horizontal (para velocidades grandes y pequenas) y para el caso de un lazo en en el plano
vertical. Posteriormente, se han generado trayectorias sintéticas para dichos casos y con
ellas se ha alimentado al algoritmo de SINDy. Con las ecuaciones obtenidas por el mismo,
se ha evaluado el error tanto en los coeficientes de las ecuaciones como en la trayectoria
simulada por dichas ecuaciones, para evaluar por un lado si SINDy era capaz de obtener
correctamente las ecuaciones, y por otro si las trayectorias obtenidas por las ecuaciones
de SINDy se adecian a la trayectoria original de la aeronave. Para concluir se han variado
algunos parametros opcionales que ofrece este algoritmo con el fin de evaluar su impacto
en los resultados obtenidos.

El resultado obtenido es que 1. SINDy recupera correctamente las ecuaciones con una
libreria de términos genérica, con errores en los coeficientes bastante pequenos y 2. las
trayectorias obtenidas por las ecuaciones de SINDy son muy similares a las que debe
obtener. Por lo tanto, se puede concluir que es posible utilizar SINDy en este ambito.

Esto puede suponer diversas ventajas, por ejemplo gracias al uso de SINDy en es-
te campo seria posible obtener modelos mas precisos simplemente a partir de los datos

medidos por los sensores ya instalados en las aeronaves. También nos permitiria obtener

79
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modelos mas simples que, aunque no contengan todos los elementos de la ecuacién tedrica,
también describan de manera precisa el movimiento de la aeronave. Estos modelos podrian
servir, por ejemplo, para predecir la trayectoria de una aeronave de manera precisa eje-
cutando ensayos de vuelo sencillos en diversas condiciones, u obtener los coeficientes de

un perfil aerodindmico sin necesidad de utilizar un tunel de viento

Sin embargo, hay que tener en cuenta que puede ser necesario llevar a cabo una serie
de transformaciones a las datos. Tal y como se ha visto en el capitulo anterior normalizar
y, sobretodo, adimensionalizar ecuaciones complejas facilita que el algoritmo obtenga las
ecuaciones correctamente, siendo totalmente necesario en alguno de los casos. Por otro
lado, es necesario prestar atencion a las diferencias entre los 6rdenes de magnitud de los
distintos coeficientes de las ecuaciones. Tal y como se ha visto, una diferencia substancial
en ellos puede ocasionar que el algoritmo no detecte aquellos con un valor més pequeno.
Para evitar esto, es necesario normalizar /adimensionalizar la ecuacién o multiplicar dichos

coeficientes por un valor.

También se ha llegado a diversas conclusiones en cuanto a los parametros opcionales
que ofrece este algoritmo, concretamente: se ha visto en varios experimentos que utilizar
multiples trayectorias cuya condicién inicial sea distinta resulta muy beneficioso; aplicar
restricciones para forzar que uno de los términos aparezca en la salida del algoritmo puede
empeorar el error al cambiar el punto 6ptimo; aportar las derivadas de las variables cuando
se dispone de ellas, para evitar que el algoritmo tenga que calcularlas numéricamente,
ayuda a mejorar el error; usar una suposicion inicial, la cual puede mejorar el error si se
utiliza un menor nimero de trayectorias, pero en ningun caso lo empeora; y cambiar el
paso de tiempo permite al algoritmo detectar aquellos coeficientes cuyo orden de magnitud

en la ecuacion es pequeno.

Es especialmente interesante alimentar al algoritmo utilizando datos de trayectorias
breves temporalmente, ya que este es capaz de obtener trayectorias mucho mas largas en
el tiempo con bastante precision. Es decir, con una trayectoria de unos pocos segundos, el
algoritmo de SINDy es capaz de obtener ecuaciones que modelen trayectorias de la dura-
cién que queramos, no limitada a la duracién e las trayectorias utilizadas para alimentar

el algoritmo.

También es necesario destacar la robustez frente al ruido que ofrece este algoritmo en
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determinados tipos de ecuaciones. En la mayoria de casos el error ante ruidos elevados
es pequeno, por lo que usar esta técnica en un entorno real (donde las trayectorias son
ruidosas) puede ser muy interesante. Sin embargo, ante ecuaciones con mayor nimero de
términos y matematicamente mas complejas, el error en los coeficientes de la ecuacién
es elevado. Para mejorar el resultado seria interesante aplicar el algoritmo SINDy para
trayectorias ruidosas, propuesto en [9]. No obstante, la utilizacién de SINDy sigue siendo
viable a la hora de estimar los coeficientes en un entorno real, pues las trayectorias con
términos muy complejos no son habituales.

Por tltimo, cabe destacar que el algoritmo SINDy es capaz de obtener las ecuaciones
de atractores extranos con una elevada precision, por lo que es posible utilizar esta técnica
para recuperar modelos dindmicos a partir de trayectorias cadticas.

La estructura de lo que resta de capitulo es la siguiente, primeramente se analizara la
consecucién de los objetivos planteados en la seccién 1.2, se explicaran los conocimientos
del grado aplicados al proyecto y los conocimientos adquiridos durante la realizacion del

mismo, y por ultimo, se plantean unas lineas de trabajo futuras.

6.1. Consecucién de objetivos

En la seccion anterior se detallan las conclusiones alcanzadas en la realizacion de
este proyecto. Sin embargo, en este apartado se detallara la consecucion de los objetivos
planteados en la seccion 1.2.

En los capitulos 3 y 5 se ha analizado el uso de SINDy para la obtencién de modelos
dindmicos (OG1), tanto para atractores extranos, seccién 3.1 (OEl.1), como para las
ecuaciones dinamicas de una aeronave.

En el capitulo 5 (OG2), siguiendo la arquitectura descrita en el capitulo 4, se han im-
plementado las ecuaciones que modelan la dindmica de una aeronave ante determinados
casos (OE2.1), se han adimensionalizado/normalizado (OE2.2), se ha utilizado SINDy
para recuperar las ecuaciones, siendo en algunos casos necesario aplicar otras transforma-
ciones para mejorar el resultado, y se ha validado el modelo obtenido midiendo el error
en la trayectoria real sintética y en la simulada (OE2.3).

Por tltimo, en ese mismo capitulo se han modificado algunos parametros que el algorit-
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mo permite configurar, como es aportar las derivadas, cambiar el nimero de trayectorias
presentes en los datos o modificar el paso de tiempo (OE3.1) con el fin de mejorar los

resultados obtenidos.

6.2. Aplicacién de lo aprendido

Algunas materias del grado que me han ayudado en la realizaciéon de este proyecto

son:

1. Mecanica de vuelo: aplicacién de las ecuaciones generales de MV a determinados

casos especificos para la generacion de sus datos.

2. Sistemas de mando y control: en esta asignatura he aprendido a modelar siste-
mas dinamicos mediante ecuaciones diferenciales, lo que me ha ayudado a entender

la importancia de este concepto.

3. Optimizaciéon de espacio aéreo: gracias a esta asignatura he aprendido sobre
optimizacién de sistemas, lo que me ha ayudado a entender mas facilmente el fun-

cionamiento de SINDy.

4. Ecuaciones diferenciales y calculo numérico: esta asignatura me ha ayudado
a entender ecuaciones diferenciales y a saber cémo despejar variables de este tipo

de ecuaciones.

5. Programacion: gracias a esta asignatura he aprendido el lenguaje de programacion
Python y en general adquirir conocimientos sobre pensamiento computacional. Todo

ello necesario para la implementacion de los casos de este proyecto.

6.3. Lecciones aprendidas

Algunas lecciones que he aprendido durante la elaboracion de este proyecto son las

siguientes:
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1. Mejor comprensién de las ecuaciones que modelan el comportamiento de aeronaves,
y sobretodo su implementacion en un lenguaje de programacion para obtener las

trayectorias sintéticas.

2. Aprendizaje del funcionamiento del paquete PySINDy y de la técnica subyacente,
SINDy.

3. Busqueda de documentacion y articulos cientificos en inglés.

4. Redaccién de una memoria técnica.

6.4. 'Trabajos futuros

Algunas lineas de trabajo futuras que plantea este proyecto son:

s Utilizar SINDy para la obtencién de las ecuaciones que modelan otros
vehiculos aéreos, como cohetes o drones. Como ya se ha visto, este algoritmo
puede ser utilizado para obtener las ecuaciones que rigen en movimiento de una
aeronave, las cuales son ecuaciones dinamicas. Por lo tanto, podriamos intentar
predecir sistemas mas complejos que se rijan por el mismo tipo de ecuaciones, por
ejemplo, las de otros vehiculos aéreos que sean mas dificiles de modelar, lo cual

resulta una linea de investigacion interesante.
En el caso de un cohete las ecuaciones que modelan su movimiento en dos dimen-
siones serian
& =Vcos(0—a)
y=Vsin(d —a)
V = Acos(a) — BV? — Csin (0 — «)
0=u
Y = Du— EVa — F=sin (a) + G- cos (6 — o)
&a = Du— a— F—sin(«a —cos (0 —
\% Vv
6=HV?a+IVu+ JVa,

donde z,y,0,a,V y 0 son las incognitas dependientes del tiempo. En este caso es

especialmente interesante alimentar al algoritmo con trayectorias que incluyan tanto
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velocidades pequenas como grandes para activar todos los términos de la ecuacién.
Asimismo, serfa recomendable eliminar las dos primeras ecuaciones (las que modelan
T e ), ya que no se encuentran presentes en el resto del sistema, facilitando que

SINDy recupere correctamente todos los términos.

Evaluar el funcionamiento de SINDy ante coeficientes variables. En este
proyecto se han utilizado coeficientes que no dependen del tiempo, como por ejem-
plo el cpg. Sin embargo, utilizar coeficientes variables con el tiempo, por ejemplo
porque dependan de la densidad atmosférica, la cual a su vez puede depender de
otros parametros como la altura, requiere introducir unas ecuaciones que describan
la variacion de esos coeficientes, dificultando al algoritmo la identificacion de las
ecuaciones. Por ejemplo, a lo largo de este proyecto se ha definido en el caso D-2 el
sistema (5.67) que debe obtener el algoritmo, junto a los coeficientes constantes de-
pendientes de la densidad Ag, Ag y Ao determinados por las ecuaciones (5.64), (5.65)
y (5.66), respectivamente. Si se considerara, por ejemplo, la densidad variable, seria
necesario incluir la expresion que determina la densidad atmosférica segin la altura.

Considerando el modelo de atmoésfera estandar internacional [23]

Te<h) = Teo + a(h - hO)
T.(h)

,1,%
Te, )

p(h) = po(

Y

donde g es la gravedad terrestre y po, ho, Te, y o son valores densidad, altura, tem-

peratura y gradiente térmico fijados segun la zona de la atmésfera.

Como vemos aparece otra incognita que seria la altura, por lo que es necesario anadir

al sistema la tercera ecuacién dindmica (2.6), donde Z, = —h.

En este caso hemos pasado de tener un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas
a un sistema con cinco ecuaciones y cinco incognitas: T, v, p, h y la temperatura
T., lo cual introduce mayor complejidad al algoritmo a la hora de recuperar estas

ecuaciones a partir de sus trayectorias.

Evaluar el comportamiento de SINDy ante trayectorias de aeronaves mas
complejas. En este caso se pretende evaluar el desempeno del algoritmo ante tra-

yectorias de aeronaves mas realistas. Estas pueden incluir términos mas complejos
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en sus ecuaciones, como pueden ser términos exponenciales o trigonométricos que
dependan de varias variables. Por ejemplo, puede ser interesante tratar de obtener
las ecuaciones que modelan el despegue y aterrizaje de una aeronave en la fase de
rotacién y rodadura con el tren principal en el suelo. En estos casos es necesario
iderar 1 i6n d la aceleracié lar 29 el dei
considerar la ecuacion de momentos, la aceleracién angular 4.7, el momento de iner-

cia de la aeronave, los coeficientes de rozamiento de las ruedas con la pista y las

fuerzas normales de dichas ruedas.

Otro ejemplo mas comun consistiria en incluir la presencia de viento en las ecua-
ciones. En concreto, es necesario tener en cuenta la ecuaciéon del momento cinético

particularizada para un sistema no inercial (en ejes cuerpo o en ejes viento)

—

OV
ot

l

F=m( +d x

),

Q

donde el término & X ‘75,, modela la rotacion del sistema de referencia respecto de
un sistema inercial (horizonte local), ‘7;, hace referencia a la velocidad absoluta del
centro de masas del avién respecto a un sistema de ejes inerciales, m es la masa del
avion, F la resultante de fuerzas exteriores vy w la velocidad angular absoluta del
avion.

En este caso, la componente del viento se encuentra en el término de la velocidad

absoluta ‘79 de manera que

V=V + Vo,
donde V es la velocidad aerodindmica del avién y V, es el vector que modela el

viento.

A continuacion, para alimentar al algoritmo simplemente seria necesario utilizar
datos de trayectorias con viento y medir este vector para incluirlo en la matriz X y
analizar como de precisa es la aproximacion que proporciona SINDy de la ecuacién

que modela el viento.

» Utilizacién de datos de trayectorias reales de una aeronave en lugar de sintéti-

cos para la obtencién de las ecuaciones que rigen su movimiento. De esta manera se
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podra validar el comportamiento del algoritmo ante datos reales que, ademas, pue-
den requerir un proceso previo de limpieza. Asimismo, y dado que los datos reales
son de naturaleza ruidosa, puede ser interesante aplicar la técnica propuesta en [9]
para utilizar una version mas robusta del algoritmo SINDy ante datos con ruido.
Gracias a este trabajo se podrian establecer las bases para utilizar SINDy en un

entorno real.

En ese sentido se podrian utilizar los datos de trayectorias proporcionados en [12]. En
concreto, recoge datos de trayectorias de aeronaves entre el 19 de septiembre del 2020
y el 23 de abril del 2021 en la zona del aeropuerto de Pittsburgh-Butler, Pensilvania,
Estados Unidos. Asimismo, también se proporciona informacion meteoroldgica que
incluye los datos sobre el viento (con lo que probablemente seria necesario utilizar

la metodologia comentada en el punto anterior).
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